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ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ ａ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ． Ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｈｏｌｄ， ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ
ｙｉｅｌｄｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｏ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｗｅａｋｌｙ． Ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ ｔｏ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｎｅｉｔｈｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｎｏｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ Ａｘ ≠ ０． Ｔｈｕｓ， ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ａｄｄｒｅｓｓｅｓ ａ ｍｏｒｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
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　 　 Ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｐｒｉｍａｒｉｌｙ ｆｏｃｕｓｅｓ ｏｎ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
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ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｒｅａｌ ｆｉｅｌｄ． Ｗｉｔｈｉｎ Ｈ， ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｓｅｔ Ｃ ｔｈａｔ
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Ｓ ⊆ ＳＤ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ａｌｗａｙｓ ａｐｐｌｙ．

ＶＩＰ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ［２－３］ ｆｏｒ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ａ ｂｒｏａｄ ｒａｎｇｅ ｏｆ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｒｉｓｉｎｇ ｆｒｏｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ， ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ａｎｄ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［４］ ．
Ｉｔｓ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｉｃａｌ ｔｏｏｌｓ
ｈａｖｅ ｔｈｅｒｅｂｙ ｂｅｃｏｍｅ ｉｎｄｉｓｐｅｎｓａｂｌｅ ｆｏｒ ａｎａｌｙｚｉｎｇ
ｎｕｍｅｒｏｕｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｗｉｄｅｓｐｒｅａｄ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ＶＩＰ， ｎｕｍｅｒｏｕｓ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ［５－１０］ ｈａｖｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ＶＩＰ ａｎｄ ｅｎｈａｎｃｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｍｅｔｈｏｄｓ， ｅｎａｂｌｉｎｇ ｆａｓｔｅｒ
ａｔｔａｉｎｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ＶＩＰ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ
ａｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：
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ｗｈｅｒｅ λ ∈ ０，Ｌ －１( ) ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌ Ｌ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ
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ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅ ｔｈｅ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ．
Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｅｎｊｏｙｓ ｓｔｒｏｎｇ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｎｄ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｉｔ ｗａｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［１１］
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｓ ｔｋ{ } ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＶＩＰ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｈｅｎ Ａ ｉｓ
ｍｅｒｅｌｙ ｍｏｎｏｔｏｎｅ，ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｋ{ } ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｉｓ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆａｉｌｓ ｔｏ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ
ｔｈｉｓ ｉｓｓｕｅ，Ｋｏｒｐｅｌｅｖｉｃｈ［１２］ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｈｅ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ＶＩＰ ｉｎ １９７７． Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｈｋ ＝ ＰＣ ｔｋ － λＡｔｋ( )

ｔｋ＋１ ＝ ＰＣ ｔｋ － λＡｈｋ( ){
Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｅｘｈｉｂｉｔｓ

ｂｏｔｈ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｎｄ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｗｉｔｈ ａ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ ∈ ０，Ｌ －１( ) ． Ｔｈｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｌｓｏ ｈａｓ
ｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ， ａｓ ｉｔ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇ ｔｗｏ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｕｒｉｎｇ ｅａｃｈ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ． Ｆｏｒ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ａ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｌｙ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｅｔ Ｃ，
ｐｒｏｊｅｃｔｉｎｇ ｏｎｔｏ Ｃ ｏｆｔｅｎ ｅｎｔａｉｌｓ ｈｉｇｈ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｃｏｓｔ， ｔｈｅｒｅｂｙ ｌｉｍｉｔｉｎｇ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ． Ｔｏ
ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｉｓ ｉｓｓｕｅ， Ｃｅｎｓｏｒ［１３］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｈｋ ＝ ＰＣ（ ｔｋ － λＡｔｋ）
Ｔｋ ＝ ｛ ｔ ∈ Ｈ：〈 ｔｋ － λＡｔｋ － ｈｋ，ｔ － ｈｋ〉 ≤ ０｝
ｔｋ＋１ ＝ ＰＴｋ（ ｔｋ － λＡｈｋ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｔｓｅｎｇ［１４］ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｅｎｈａｎｃｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ＶＩＰ． Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｈｋ ＝ ＰＣ ｔｋ － λＡｔｋ( )

ｔｋ＋１ ＝ ｈｋ ＋ λ Ａｔｋ － Ａｈｋ( ){
Ａｌｌ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ ｅｍｐｌｏｙ ｆｉｘｅｄ

ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ． Ａｌｔｈｏｕｇｈ ｔｈｅｙ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ＶＩＰ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，
ｔｈｅｉｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｒｅｍａｉｎｓ ｌｉｍｉｔｅｄ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｕｐｏｎ ｔｈｅｓｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｈａｖｅ ｅｘｐｌｏｒｅｄ ｔｈｅ ａｄｏｐｔｉｏｎ ｏｆ
ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ． Ｆｏｒ ｉｎｓｔａｎｃｅ， Ｃａｉ ｅｔ
ａｌ．［１５］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎ ２０２１：

　 　
ｈｋ ＝ ＰＣ ｔｋ － λｋＡｔｋ( )

ｚｋ ＝ ＰＴｋ ｔｋ － λｋＡｈｋ( )

ｔｋ＋１ ＝ βｋ ｆ ｔｋ( ) ＋ １ － βｋ( ) ｚｋ

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ λｋ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ
ｏｆ λ ∈ ｛γ，γｌ，γｌ２，…｝ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

λ〈Ａｈｋ －Ａｔｋ，ｈｋ － ｚｋ〉≤
μ
２

‖ｔｋ － ｈｋ‖２ ＋ ‖ｈｋ － ｚｋ‖２[ ]

ａｎｄ
Ｔｋ ∶＝ ｔ ∈ Ｈ ｜ 〈 ｔｋ － λｋＡｔｋ － ｈｋ，ｔ － ｈｋ〉 ≤ ０{ }

Ｆｏｒ ａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｔｈａｔ ｉｓ ｂｏｔｈ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ
ａｎｄ ｆａｉｌｓ ｔｏ ｂｅ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ， ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｋ{ } ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｂｅ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｔｏ ｐｏｓｓｅｓｓ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｈａｖｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ
ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ ａｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｔｅｒｍ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ
ｉｍｐｒｏｖｅ ｉｔｓ ｓｏｌｖｉｎｇ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ［１６ －１８ ］ ． Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ， ｉｎ
２０２２， Ｙａｏ ｅｔ ａｌ．［１９］ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ｔｙｐｅ
ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｔｅｒｍｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ＶＩＰ． Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒｍａｔ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｚｋ ＝ ｔｋ ＋ δ（ ｔｋ － ｔｋ－１）
ｗｋ ＝ ｔｋ ＋ θｋ ｔｋ － ｔｋ－１( )

ｈｋ ＝ ＰＣ（ｗｋ － λｋＡｗｋ）
ｔｋ＋１ ＝ （１ － αｋ） ｚｋ ＋ αｋＰＴｋ（ｗｋ － λｋＡｈｋ）
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Ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ｔｈｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃ
ａｐｐｒｏａｃｈ， ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ｔｋ｝ ． Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔ ｈｏｌｄｓ ｕｎｄｅｒ
ｔｈｅ ｋｅｙ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ，
ｕｎｄｅｒ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｔｏ ａｃｈｉｅｖｅ ａ ｌｉｎｅａｒ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ．

Ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａｎ ｅｎｈａｎｃｅｄ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ
Ｔｓｅｎｇ􀆳ｓ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ． Ａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｔｅｐ⁃ｓｉｚｅ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ａｎ Ａｒｍｉｊｏ⁃ｔｙｐｅ ｌｉｎｅ ｓｅａｒｃｈ
ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ｔｈｅ ｋｅｙ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ， ｒｅｐｌａｃｉｎｇ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ
ｆｉｘｅｄ ｓｔｅｐ⁃ｓｉｚｅ ｓｃｈｅｍｅ． Ｉｎｓｐｉｒｅｄ ｂｙ Ｒｅｆ． ［ １９ ］， ａ
ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｅｎｈａｎｃｅ ｔｈｅ ｒａｔｅ ａｔ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ． Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ， ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ＶＩＰ ｉｎ ａ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ
ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｉｓ ｎｏｎ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ． Ｕｎｌｉｋｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ， ｗｈｉｃｈ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ Ａｔ ≠ ０， ∀ｔ ∈ Ｈ ， ｔｈｅ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｅｎｃｏｍｐａｓｓｅｓ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ［２０］ ． Ｕｎｄｅｒ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｔｈｉｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｏｉｎｔｓ ｛υｋ｝， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ， ｅｘｈｉｂｉｔ ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

　 　 Ｋｅｙ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｌｅｍｍａｓ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆｓ
ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ．
Ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌｓ ⇀ ａｎｄ → ａｒｅ ａｄｏｐｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｔｏ

·２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｓｉｇｎｉｆｙ ｔｈｅ ｗｅａｋ ａｎｄ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ，ｉ． ｅ．， υτ⇀ υ ａｎｄ
υτ → υ ． Ｆｏｒ ａｎｙ ω，ι ∈ Ｈ ａｎｄ α，β ∈ ℝ ， ｔｈｅｎ ｗｅ
ｈａｖｅ

‖αω ＋ βι‖２ ＝ α α ＋ β( ) ‖ω‖２ ＋
　 　 　 　 β α ＋ β( ) ‖ι‖２ － αβ ‖ω － ι‖２ （１）

Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｅｖｅｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔ ∈ Ｈ ， ｏｎｅ ｃａｎ
ｆｉｎｄ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｃｌｏｓｅｓｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ＰＣ（ ｔ） ∈ Ｃ ｗｈｉｃｈ ｍｅｅｔｓ

ＰＣ（ ｔ） ∶＝ａｒｇ ｍｉｎ
ｈ∈Ｃ

｛‖ｔ － ｈ‖｝
ｗｈｅｒｅ ＰＣ（ ｔ） ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｉｎｔ ｔ ｏｎｔｏ ｔｈｅ
ｓｅｔ Ｃ， ａｎｄ ｔｈｉｓ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｐｐｉｎｇ ｉｓ ｎｏｎｅｘｐａｎｓｉｖｅ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １　 Ｇｉｖｅｎ ａ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ：Ｈ → Ｈ ｂｅ ａ
ｍａｐｐｉｎｇ， ｗｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅ Ａ ａｓ ｈａｖｉｎｇ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ：

１ ） Ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ Ｌ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｎ Ｈ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｂｅｌｏｗ
ｈｏｌｄｓ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｌ ＞ ０

‖Ａω － Ａι‖ ≤ Ｌ‖ω － ι‖，∀ω，ι ∈ Ｈ
２） Ｉｔ ｉｓ η ⁃ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ ｗｈｅｎｅｖｅｒ ｔｈｅ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｂｅｌｏｗ ｈｏｌｄｓ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ η ＞ ０，
〈Ａω － Ａι，ω － ι〉 ≥ η‖ω － ι‖２，∀ω，ι ∈ Ｈ
３） Ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ， ｉｆ

〈Ａω － Ａι，ω － ι〉 ≥ ０，∀ω，ι ∈ Ｈ
４） μ⁃ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ， ｉｆ ｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ μ ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
〈Ａω，ι － ω〉 ≥ ０⇒〈Ａι，ω － ι〉 ≥ μ‖ω － ι‖２，

　 　 　 ∀ω，ι ∈ Ｈ
５） Ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ， ｉｆ

〈Ａω，ι － ω〉 ≥ ０⇒〈Ａι，ι － ω〉 ≥ ０，∀ω，ι ∈ Ｈ
６） Ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ ， ｉｆ

〈Ａω，ι － ω〉 ＞ ０⇒〈Ａι，ι － ω〉 ≥ ０，∀ω，ι ∈ Ｈ
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ

ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｔｈａｔ： ２） ⇒ ３） ⇒５） ⇒６） ａｎｄ ４） ⇒ ５） ⇒
６），ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ， ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｃａｎｎｏｔ ｂｅ ｄｅｄｕｃｅｄ ｉｎ
ｔｈｅ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．

Ｌｅｍｍａ １［２１］ 　 Ｌｅｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｐτ{ } ， ｑτ{ } ａｎｄ
χ
τ{ } ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｖｅｒ ａｎ ｉｎｔｅｒｖａｌ ０， ＋ ∞[ ) ，

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ｐτ＋１ ≤ ｐτ ＋ χ

τ ｐτ － ｐτ－１( ) ＋ ｑτ，∀τ ≥ １

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｑτ{ } ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ∑
＋∞

τ ＝ １
ｑτ ＜ ＋ ∞ ａｎｄ

ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ χ∈ ０，１( ) ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ０≤ χ
τ ≤ χ ＜

１ ． Ｉｆ ｉｔ ｈｏｌｄｓ ｔｒｕｅ ｆｏｒ ａｎｙ ａｒｂｉｔｒａｒｙ τ∈ℕ ，ｔｈｅｎ ｌｉｍｐτ
τ→∞

＝

ｐ∗ ａｎｄ ｐ∗ ∈ ０， ＋ ∞[ ) ．
Ｌｅｍｍａ ２［２２］ Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｕτ{ } ｔａｋｉｎｇ

ｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｌｙｉｎｇ ｓｐａｃｅ Ｈ， ａｎｄ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｕｎ

ｗｅａｋｌｙ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ ｕ． Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ：
ｌｉｍｉｎｆ
τ→∞

‖ｕτ － ｕ‖ ＜ ｌｉｍｉｎｆ
τ→∞

‖ｕτ － ｖ‖，∀ｖ ≠ ｕ

Ｌｅｍｍａ ３［２３］ Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｎｏｎｅｍｐｔｙ ｃｌｏｓｅｄ
ｃｏｎｖｅｘ ｓｕｂｓｅｔ Ｃ ⊆ Ｈ ． Ｆｏｒ ａｎｙ ｕ ∈ Ｈ ， ｗｅ ｈａｖｅ

〈ＰＣ（ｕ） － ｕ，ｖ － ＰＣ（ｕ）〉 ≥ ０，∀ｖ ∈ Ｃ
Ｌｅｍｍａ ４［２４］ Ｌｅｔ Ｈ１ ａｎｄ Ｈ２ ｂｅ ｔｗｏ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ

ｓｐａｃｅｓ． Ｓｕｐｐｏｓｅ ａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ：Ｈ１ → Ｈ２ ｅｘｈｉｂｉｔｓ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｗｈｅｎ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｔｏ ａｎｙ ｂｏｕｎｄｅｄ
ｄｏｍａｉｎ ｗｉｔｈｉｎ Ｈ１ ． Ｉｆ Ｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｅｔ ｉｎ
Ｈ１， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｉｔｓ ｉｍａｇｅ Ａ（Ｄ） ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ
ｉｓ ｌｉｋｅｗｉｓｅ ｂｏｕｎｄｅｄ．

Ｌｅｍｍａ ５［２５］ Ｆｏｒ ａｎｙ ∈Ｈ ａｎｄ α≥ β ＞ ０， ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｈｏｌｄｓ：
‖ － ＰＣ（ － αＡ ）‖

α
≤

‖ － ＰＣ（ － βＡ ）‖
β

‖ － ＰＣ（ － βＡ ）‖≤‖ － ＰＣ（ － αＡ ）‖

２　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ

　 　 Ｗｅ ｓｔａｒｔ ｂｙ ｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ
ｎｅｅｄｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅｎ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｗｅａｋ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅ．

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ：
（Ａ） ＳＤ ≠ ∅．
（Ｂ） Ａ ｉｓ ａ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ， ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ ａ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ａｎｄ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ
ｗｅａｋｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｃ． （ Ｉｆ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ
υτ{ } ⊆ Ｈ ａｎｄ υτ⇀υ ， ｔｈｅｎ Ａυτ⇀Ａυ ） ．

（Ｃ） Ｉｆ υτ⇀υ ， ｔｈｅｎ ｌｉｍｉｎｆ
τ→∞

‖Ａυτ‖ ≥ ‖Ａυ‖ ．
（Ｄ） Ｔ ＝ ｕ ∈ Ｃ：Ａｕ ＝ ０{ } ＼ＳＤ ｉｓ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｓｅｔ．
（Ｅ） Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ａｒｅ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｔｔｉｎｇｓ

ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｔｅｒｍ ａｎｄ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｅｒｍ ｉｎ ｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ：

ｉ． ０ ≤ σ ＜ ｍｉｎ｛β
－ ２β
β

，θ１｝，β ∈ （２，∞ ） ；

ｉｉ． ０ ≤ θτ ≤ θτ＋１ ≤ １ ；

ｉｉｉ． ０ ＜ ξ ≤ ξτ ≤ ξτ＋１ ＜ １
１ ＋ β

，β ∈ （２，∞ ） ．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １：Ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｒｅｌａｘｅｄ Ｔｓｅｎｇ⁃ｔｙｐｅ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ：Ｇｉｖｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ γ ＞ ０，ｌ∈（０，１）
ａｎｄ μ ∈ （０，１） Ｌｅｔ λ０ ＞ ０ ａｎｄ ｕ０， ｕ１ ∈ Ｈ ｂｅ
ｃｈｏｓｅｎ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ．
Ｓｔｅｐ １：Ｇｉｖｅｎ υτ－１ ａｎｄ υτ（τ ≥ １） ， ｃｏｍｐｕｔｅ

ｐτ ＝ υτ ＋ σ（υτ － υτ－１）
τ ＝ υτ ＋ θτ（υτ － υτ－１）{

Ｓｔｅｐ ２：Ｃｏｍｐｕｔｅ
ｓτ ＝ ＰＣ（ τ － λτＡ τ）

·３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ωτ ＝ ｓτ ＋ λτ（Ａ τ － Ａｓτ）
Ｓｔｅｐ ３：Ｃａｌｃｕｌａｔｅ

υτ＋１ ＝ （１ － ξτ）ｐτ ＋ ξτωτ

ａｎｄ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ， ｓｅｔｔｉｎｇ λτ ＝ γｌｍτ ａｎｄ ｔｈｅ
ｖａｌｕｅ ｏｆ ｍτ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒ ｍ ｅｎｓｕｒｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ｂｅｌｏｗ ｈｏｌｄｓ ｔｒｕｅ：

γｌｍ‖Ａ τ － Ａｓτ‖ ≤ μ‖ τ － ｓτ‖ （２）
Ｓｅｔ τ ∶＝τ ＋ １， ａｎｄ ｐｒｏｃｅｅｄ ｔｏ Ｓｔｅｐ １

　 　 Ｌｅｍｍａ ６［２６］ 　 Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （Ａ） －（Ｅ） ｈｏｌｄ， ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｉｎｅ ｓｅａｒｃｈ
ｓｔｅｐ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２） ｉｓ ｒｉｇｏｒｏｕｓｌｙ ｄｅｆｉｎｅｄ．

Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ａｒｇｕｍｅｎｔ ｔｏ ｔｈａｔ ｏｆ
Ｌｅｍｍａ ８ ｉｎ Ｒｅｆ．［２６］，ｓｅｅ ｔｈｅｒｅｉｎ ｆｏｒ ｄｅｔａｉｌｓ．

Ｌｅｍｍａ ７ 　 Ａｓｓｕｍｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （ Ａ） － （ Ｅ）
ｈｏｌｄ， ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １
ｒｅｍａｉｎｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ａｎｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ＋１ － υτ‖ ＝ ０．

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｆｏｒ ａｎｙ ∈ ＳＤ，ｌｉｍτ→∞
‖υτ － ‖ ｅｘｉｓｔｓ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｓｅｌｅｃｔ ａ ｐｏｉｎｔ ∈ ＳＤ ， ｗｅ
ｈａｖｅ
　 ‖ωτ － ‖２ ＝ ‖ｓτ ＋ λτ（Ａ τ － Ａｓτ） － ‖２ ＝

‖ｓτ － ‖２ ＋ λ２
τ‖Ａ τ － Ａｓτ‖２ ＋ ２λτ〈 ｓτ －

，Ａ τ － Ａｓτ〉 ＝ ‖ｓτ ＋ τ － τ － ‖２ ＋
λ２

τ‖Ａ τ － Ａｓτ‖２ ＋ ２λτ〈ｓτ － ，Ａ τ － Ａｓτ〉 ＝
‖ τ － ‖２ ＋ ‖ｓτ － τ‖２ ＋ ２〈ｓτ － τ， τ －

〉 ＋λ２
τ‖Ａ τ －Ａｓτ‖２ ＋ ２λτ〈ｓτ － ，Ａ τ －Ａｓτ〉

（３）
Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｓτ ＝ ＰＣ（ τ － λτＡ τ） ， ｔｈｅ

ｅｎｓｕｉｎｇ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｌｅｖｅｒａｇｅｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ．

〈 τ － λτＡ τ － ｓτ， － ｓτ〉 ≤ ０
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｗｅ ｇｅｔ
〈 ｓτ － τ，ｓτ － 〉 ≤ λτ〈Ａ τ， － ｓτ〉 （４）
Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （３） ａｎｄ Ｅｑ．（４）， ｗｅ ｇｅｔ

　 ‖ωτ － ‖２ ＝ ‖ τ － ‖２ ＋‖ｓτ － τ‖２ ＋ ２〈ｓτ －
τ，ｓτ － 〉 ＋ ２〈ｓτ － τ， τ － ｓτ〉 ＋ λ２

τ‖Ａ τ －
Ａｓτ‖２ ＋ ２λτ〈ｓτ － ，Ａ τ － Ａｓτ〉 ≤‖ τ －

‖２ － ‖ｓτ － τ‖２ ＋ λ２
τ‖Ａ τ － Ａｓτ‖２ ＋

２λτ〈Ａ τ， － ｓτ〉 ＋ ２λτ〈ｓτ － ，Ａ τ － Ａｓτ〉 ＝
‖ τ － ‖２ － ‖ｓτ － τ‖２ ＋ λ２

τ‖Ａ τ －
Ａｓτ‖２ ＋ ２λτ〈Ａｓτ， － ｓτ〉

Ｓｉｎｃｅ ∈ ＳＤ ， ｗｅ ｈａｖｅ
〈Ａｓτ， － ｓτ〉 ≤ ０ （５）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ λτ ，
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ ５ ） ａｎｄ μ ∈ ０，１( ) ， ｗｅ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｃｈａｉｎ：

　 ‖ωτ － ‖２ ≤ ‖ τ － ‖２ － ‖ｓτ － τ‖２ ＋
λ２

τ‖Ａ τ － Ａｓτ‖２ ≤ ‖ τ － ‖２ － ‖ｓτ －
τ‖２ ＋ μ２‖ τ － ｓτ‖２ ＝ ‖ τ － ‖２ －
１ － μ２( ) ‖ τ － ｓτ‖２ ≤ ‖ τ － ‖２

（６）
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ υτ＋１ ｉｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ａｎｄ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （６）， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ：
　 ‖υ τ＋１ － ‖２ ＝ ‖（１ － ξτ）ｐτ ＋ ξτωτ － ‖２ ＝

（１ － ξτ）‖ｐτ － ‖２ ＋ ξτ‖ωτ － ‖２ － ξτ（１ －
ξτ）‖ｐτ － ωτ‖２ ≤ （１ － ξτ）‖ｐτ － ‖２ ＋
ξτ‖ τ － ‖２ － ξτ（１ － ξτ）‖ｐτ － ωτ‖２

（７）
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ υτ＋１ ＝ （１ － ξτ）ｐτ ＋ ξτωτ ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ

‖ｐτ － ωτ‖ ＝
‖υτ＋１ － ｐτ‖

ξτ
　 　 Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｉｎｔｏ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
（７），ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
　 ‖υτ＋１ － ‖２ ≤（１ － ξτ）‖ｐτ － ‖２ ＋ ξτ‖ τ －

‖２ －
（１ － ξτ）

ξτ
‖υτ＋１ － ｐτ‖２ （８）

Ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐτ ａｎｄ τ ， ａｎｄ Ｅｑ．（１）， ｗｅ
ｈａｖｅ
　 ‖ｐτ － ‖２ ＝ ‖υτ ＋ σ（υτ － υτ－１） － ‖２ ＝

‖（１ ＋ σ）（υτ － ） － σ（υτ－１ － ）‖２ ＝
（１ ＋ σ）‖υτ － ‖２ － σ‖υτ－１ － ‖２ ＋
σ（１ ＋ σ）‖υτ － υτ－１‖２ （９）

ａｎｄ
‖ τ － ‖２ ＝ ‖υτ ＋ θτ（υτ － υτ－１） － ‖２ ＝

‖（１ ＋ θτ）（υτ － ） － θτ（υτ－１ － ）‖２ ＝
（１ ＋ θτ）‖υτ － ‖２ － θτ‖υτ－１ － ‖２ ＋
θτ（１ ＋ θτ）‖υτ － υτ－１‖２ （１０）

ａｎｄ
　 ‖υτ＋１ － ｐτ‖２ ＝ ‖υτ＋１ － υτ － σ（υτ － υτ－１）‖２ ＝

‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ σ２‖υτ － υτ－１‖２ －
２σ〈υτ＋１ － υτ，υτ － υτ－１〉 ≥‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋
σ２‖υτ － υτ－１‖２ － ２σ‖υτ＋１ － υτ‖‖υτ －
υτ－１‖ ≥ （１ － σ）‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ （σ２ －
σ）‖υτ － υτ－１‖２ （１１）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑｓ． （ ９）， （ １０） ａｎｄ （ １１） ｉｎｔｏ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （８）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
‖υ τ＋１ － ‖２ ≤ （１ － ξτ）［（１ ＋ σ）‖υτ － ‖２ －

σ‖υτ－１ － ‖２ ＋ σ（１ ＋ σ）‖υτ － υτ－１‖２］ ＋
ξτ［（１ ＋ θτ）‖υτ － ‖２ － θτ‖υτ－１ － ‖２ ＋

θτ（１ ＋ θτ）‖υτ － υτ－１‖２］ －
１ － ξτ
ξτ

［（１ －

σ）‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ （σ２ － σ）‖υτ － υτ－１‖２］ ＝
［（１ －ξτ）（１ ＋ σ） ＋ ξτ（１ ＋ θτ）］‖υτ － ‖２ －

·４·
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［（１ － ξτ）σ ＋θτξτ］‖υτ－１ － ‖２ ＋ ［（１ －

ξτ）σ（１ ＋ σ） ＋ ξτθτ（１ ＋ θτ） －
１ － ξτ
ξτ

（σ２ －

σ）］‖υτ － υτ－１‖２ －
１ － ξτ
ξτ

（１ － σ）‖υτ＋１ －

υτ‖２

ｗｈｅｒｅ ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ατ ａｎｄ βτ ａｓ

ατ ＝
１ － ξτ
ξτ

（１ － σ）

　 βτ ＝ （１ － ξτ）σ（１ ＋ σ） ＋ ξτθτ（１ ＋ θτ） －
１ － ξτ
ξτ

（σ２ －

σ）
　 　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ：
　 ‖υτ＋１ － ‖２ ≤ （１ ＋ ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ －

‖２ － （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ－１ － ‖２ －
ατ‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ βτ‖υτ － υτ－１‖２ （１２）

Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ
　 Γτ ＝ ‖υτ － ‖２ － （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ－１ －

‖２ ＋ βτ‖υτ － υτ－１‖２

Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕｌｉｔｙ （１２），ｗｅ ｈａｖｅ
　 Γτ＋１ － Γτ ＝ ‖υτ＋１ － ‖２ － （ξτ＋１θτ＋１ ＋ σ（１ －

ξτ＋１））‖υτ － ‖２ ＋ βτ＋１‖υτ＋１ － υτ‖２ －‖υτ －
‖２ ＋ （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ－１ － ‖２ －

βτ‖υτ － υτ－１‖２ ≤ （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ）） －
ξτ＋１θτ＋１ － σ（１ － ξτ＋１））‖υτ － ‖２ －
ατ‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ βτ＋１‖υτ＋１ － υτ‖２ ＝ （（θτ －
σ）ξτ － （θτ＋１ － σ）ξτ＋１）‖υτ － ‖２ －ατ‖υτ＋１ －
υτ‖２ ＋ βτ＋１‖υτ＋１ － υτ‖２ （１３）

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ θτ ≤ θτ＋１ ， ξτ ≤ ξτ＋１ ａｎｄ ０ ≤ σ ≤
θ１ ≤ θτ ，ｉｔ ｈｏｌｄｓ ｆｏｒ ａｌｌ τ ≥０． θτ － σ ≥０ ａｎｄ θτ＋１ －
σ ≥ ０ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ
θτ － σ≤ θτ＋１ － σ ａｎｄ θτ － σ( ) ξτ ≤ θτ＋１ － σ( ) ξτ＋１ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １３ ） ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：
　 Γτ＋１ － Γτ ≤－ ατ‖υτ＋１ － υτ‖２ ＋ βτ＋１‖υτ＋１ －
　 　 υτ‖２ ≤－ ατ － βτ＋１( ) ‖υτ＋１ － υτ‖２ （１４）

Ｄｕｅ ｔｏ ξτ ＜ １
１ ＋ β

ａｎｄ θτ，σ ≤ １，ｗｅ ｈａｖｅ

　 ατ － βτ＋１ ＝
１ － ξτ
ξτ

（１ － σ） － ［（１ － ξτ＋１）σ（１ ＋

σ） ＋ ξτ＋１θτ＋１（１ ＋ θτ＋１） －
１ － ξτ＋１
ξτ＋１

（σ２ － σ）］ ≥ β（１ －

σ） ＋β（σ２ － σ） － （１ － ξτ＋１）σ（１ ＋ σ） －
２ξτ＋１ ＞ β（１ － σ） ＋ β（σ２ － σ） － ２（１ － ξτ＋１） －
２ξτ＋１ ＞ β（１ － σ） ＋ β（σ２ － σ） － ２ ＝ βσ２ －
２βσ ＋ β － ２ （１５）

Ｆｒｏｍ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ （Ｅ）， ｗｅ ｈａｖｅ σ ＜ β － ２β
β

ａｎｄ ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ζ ∶＝ βσ２ － ２βσ ＋ β － ２ ＞
０． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （１４） ａｎｄ （１５）， ｗｅ
ｏｂｔａｉｎ

Γτ＋１ － Γτ ≤－ ζ ‖υτ＋１ － υτ‖２ ≤ ０ （１６）
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ Γτ{ }

ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｉｎｃｒｅａｓｅ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Γτ ， ｗｅ
ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ ｄｅｒｉｖｅ

Γτ＋１ ≥－ （ξτ＋１θτ＋１ ＋ σ（１ － ξτ＋１））‖υτ － ‖２

（１７）
ａｎｄ

Γτ ≥‖υτ － ‖２ － （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ－１ －
　 　 　 ‖２ （１８）

Ｆｒｏｍ ０ ＜ ξ ≤ ξτ ＜ １
１ ＋ β

，ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ，

　 ‖υτ － ‖２ ≤ （ξτθτ ＋ σ（１ － ξτ））‖υτ－１ －

‖２ ＋ Γτ ≤（ １
１ ＋ β

＋ σ（１ － ξ））‖υτ－１ －

‖２ ＋ Γ１ ＝ φ‖υτ－１ － ‖２ ＋ Γ１

︙
≤ φτ‖υ０ － ‖２ ＋ （１ ＋ φ ＋ … ＋ φτ－１）Γ１

≤ φτ‖υ０ － ‖２ ＋
Γ１

１ － φ
≤‖υ０ － ‖２ ＋

Γ１

１ － φ
（１９）

ｗｈｅｒｅ φ ∶＝ （１ ＋ β） －１ ＋ σ（１ － ξ） ＜ １， ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ

σ ＜ β － ２β
β

＜ β
（１ ＋ β）（１ － ξ）

，ξ∈ （０，１） ． Ｆｒｏｍ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １９ ）， ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈａｔ ‖υτ － ‖{ } ｉｓ
ｂｏｕｎｄｅｄ ａｎｄ ｛υτ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ．

Ｗｅ ｎｏｗ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ＋１ － υτ‖ ＝ ０． Ｆｒｏｍ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （１７） ａｎｄ （１９），ｗｅ ｈａｖｅ
　 － Γτ＋１ ≤（ξτ＋１θτ＋１ ＋ σ（１ － ξτ＋１））‖υτ － ‖２ ≤

（ １
１ ＋ β

＋ σ（１ － ξ））‖υτ － ‖２ ＝

φ‖υτ － ‖２ ≤ φτ＋１‖υ０ － ‖２ ＋
φΓ１

１ － φ
（２０）

Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （１６） ａｎｄ （２０）：

　 ζ∑
τ

ｒ ＝ １
‖υｒ＋１ － υｒ‖２ ≤ ∑

τ

ｒ ＝ １
（Γｒ － Γｒ＋１） ＝

　 　 Γ１ － Γτ＋１ ≤
Γ１

１ － φ
＋ φτ＋１‖υ０ － ‖２

Ｔｈｉｓ ｌｅａｄｓ ｔｏ ｔｈｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｍｅｎｔ ｏｆ ∑
∞

τ ＝ １
‖υτ＋１ －

·５·
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υτ‖２ ≤
Γ１

ζ（１ － φ）
＜ ＋ ∞ ，ｃｏｎｆｉｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｒｉｅｓ ∑
∞

τ ＝ １
‖υτ＋１ － υτ‖２ ．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｉｔ ｃａｎ

ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ＋１ － υτ‖ ＝ ０．
Ｗｅ ｐｒｏｃｅｅｄ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ － ‖ ｅｘｉｓｔｓ

ｆｏｒ ａｎｙ ｉｎ ＳＤ ． Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｙ （１２）， ｗｅ ｈａｖｅ
‖υ τ＋１ － ‖２ ≤ ‖υτ － ‖２ ＋ （ξτ ＋ σ（１ －

ξτ））（‖υτ － ‖２ － ‖υτ－１ － ‖２） ＋
βτ‖υτ － υτ－１‖２ （２１）

ｗｈｅｒｅ βτ ≤（１ － ξ）σ（１ ＋ σ） ＋ ２
１ ＋ β

＋ １ － ξ
ξ

（σ － σ２）

ａｎｄ ξτ ＋ σ（１ － ξτ） ＜ １
１ ＋ β

＋ σ（１ － ξ） ＜ １．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ∑
∞

τ ＝ １
‖υτ＋１ － υτ‖２ ≤

Γ１

ζ（１ － φ）
＜ ＋ ∞ ， ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２１） ａｎｄ Ｌｅｍｍａ １，

ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ‖ ｅｘｉｓｔｓ ｆｏｒ ａｎｙ ｉｎ
ＳＤ ．

Ｌｅｍｍａ ８ 　 Ｕｎｄｅｒ Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ （Ａ） － （ Ｅ），
ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １． Ｔｈｅ ｅｎｓｕｉｎｇ ｌｉｍｉｔｓ ａｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ：

ｌｉｍ
τ→∞

‖ｓτ － τ‖ ＝ ０
ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － τ‖ ＝ ０
ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ｓτ‖ ＝ ０
Ｐｒｏｏｆ 　 Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ａｎｄ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ＋１ －

υτ‖ ＝ ０ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ７，ｗｅ ｈａｖｅ
ｌｉｍ τ→∞‖υτ － τ‖ ＝ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ － ［υτ ＋ θτ（υτ －

υτ－１）］‖ ＝ ｌｉｍ
τ→∞

θτ‖υτ － υτ－１‖ ＝ ０
Ｂｅｌｏｗ， ｗｅ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｛ τ｝ ａｎｄ

｛ωτ｝ ａｒｅ ｂｏｕｎｄｅｄ． Ｓｉｎｃｅ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － τ‖ ＝ ０ ａｎｄ ｛υτ｝
ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ， ｛ τ｝ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｏ ｂｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ａｓ ｗｅｌｌ．
Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｗｅ ｇｅｔ
ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

‖ τ － ωτ‖ ≤ ‖ τ － υτ‖ ＋ ‖υτ － ｐτ‖ ＋
　 　 　 ‖ｐτ － ωτ‖ （２２）
ｗｈｅｒｅ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ － ｐτ‖ ＝ ｌｉｍ

τ→∞
σ‖υτ － υτ－１‖ ＝ ０ ａｎｄ

　 ｌｉｍ
τ→∞

‖ｐτ － ωτ‖ ＝ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ＋１ － ｐτ‖
ξτ

≤

　 　 ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ＋１ － υτ‖ ＋ ‖υτ － ｐτ‖
ξτ

＝ ０

Ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｎ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
（２２），ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｌｉｍ

τ→∞
‖ τ － ωτ‖ ＝ ０． Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ， ｔｈｅ

ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ωτ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ． Ｗｅ ｎｏｗ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ

ｌｉｍ
τ→∞

‖ｓτ － τ‖ ＝ ０．Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（６），ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

（１ － μ２）‖ｓτ － τ‖２ ≤ ‖ τ － ‖２ －
　 　 　 ‖ωτ － ‖２

ｗｈｅｒｅ １ － μ２ ＞ ０． Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｛ τ｝ ａｎｄ ｛ωτ｝
ｂｅｉｎｇ ｂｏｕｎｄｅｄ， ｏｎｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｋ ＞ ０
ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ
　 （１ － μ２）‖ｓτ － τ‖２ ≤ ‖ τ － ‖２ － ‖ωτ －

‖２≤（‖ τ － ‖ ＋‖ωτ － ‖）（‖ τ －
‖ － ‖ωτ － ‖） ≤ Ｋ‖ τ － ωτ‖

Ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ τ→ ∞ ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｌｉｍ
τ→∞

‖ｓτ －

τ‖ ＝ ０． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ｓτ‖ ＝ ０．
Ｂｙ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｗｅ ｈａｖｅ

‖υτ － ｓτ‖ ≤ ‖υτ － τ‖ ＋ ‖ τ － ｓτ‖
Ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ τ → ∞， ｗｅ ｇｅｔ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ －

ｓτ‖＝０．
Ｌｅｍｍａ ９ 　 Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｆｕｌｆｉｌｌｍｅｎｔ ｏｆ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（Ａ） － （ Ｅ ）， ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝
ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １． Ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ ａ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτｋ｝ ⊆ υτ{ } ｅｘｉｓｔｓ ｗｉｔｈ υτｋ⇀ ， ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ∈ ＳＤ ｏｒ ∈ ｕ ∈ Ｃ，Ａｕ ＝ ０{ } ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ８， ｗｅ ｈａｖｅ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ｓτ‖ ＝

０ ａｎｄ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － τ‖ ＝ ０． Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ υτｋ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ
ｓτｋ⇀ ， τｋ⇀ ， ∈ Ｃ

Ｇｉｖｅｎ ｔｈａｔ ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖≥０，ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｓｔｒａｔｅｇｙ
ｉｎｖｏｌｖｅｓ ｔｗｏ ｃａｓｅｓ， ａｄｄｒｅｓｓｉｎｇ ｔｈｅｍ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ：

ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ０， ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＞ ０
Ｃａｓｅ １　 Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ

ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ０，ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｈｏｌｄｓ：
ｌｉｍ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ０
Ｇｉｖｅｎ ｔｈａｔ ｓτｋ⇀ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ （Ｃ）， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ
０ ≤ ‖Ａ ‖ ≤ ｌｉｍｉｎｆ

ｋ→∞
‖Ａｓτｋ‖ ＝ ０

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ Ａ ＝ ０．
Ｃａｓｅ ２ 　 Ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
‖Ａｓτｋ‖ ＞ ０

ｇｕａｒａｎｔｅｅｓ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ Ａｓτｋｌ{ } ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖Ａｓτｋｌ‖ ＞ ０． Ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ， ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖Ａｓτｋ‖ ＝ ｄ ＞ ０． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｎ１ ∈ ℕ ｉｓ
ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ ｔｏ ｅｘｉｓｔ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

‖Ａｓτｋ‖ ＞ ｄ
２
，∀ｋ ≥ Ｎ１

Ｓｉｎｃｅ ｓτｋ ＝ ＰＣ（ τｋ － λτｋＡ τｋ） ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ
Ｌｅｍｍａ ３ ｔｈａｔ

·６·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

〈 τｋ － λτｋＡ τｋ － ｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ≤ ０，∀ｓ ∈ Ｃ
ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ

１
λτｋ

〈 τｋ － ｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ≤ 〈Ａ τｋ，

　 　 　 　 ｓ － ｓτｋ〉，∀ｓ ∈ Ｃ
Ｔｈｉｓ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ
１
λτｋ

〈 τｋ － ｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＋ 〈Ａ τｋ，ｓτｋ － τｋ〉 ≤

　 　 　 〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉，∀ｓ ∈ Ｃ （２３）
Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ≥ ０．

Ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈｉｓ， ｗｅ ｗｉｌｌ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｗｏ ｓｕｂｃａｓｅｓ．
ａ） Ｉｆ　 ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
λτｋ ＞ ０． Ｓｉｎｃｅ ｛υτｋ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ，

ａｎｄ
ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － τ‖ ＝ ０， ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ｓτ‖ ＝ ０
Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｛ τｋ｝ ａｎｄ ｛ ｓτｋ｝ ａｒｅ ｂｏｕｎｄｅｄ．

Ｇｉｖｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ
ｏｖｅｒ ａｎｙ ｂｏｕｎｄｅｄ ｃｌｏｓｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｈ，Ｌｅｍｍａ
４ ａｌｌｏｗｓ ｕｓ ｔｏ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｛Ａ τｋ｝ ．
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ ｋ → ∞ ｉｎ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２３），
ｗｅ ｇｅｔ

ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ≥ ０
ｂ） Ｉｆ ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
λτｋ

＝ ０． Ｄｅｆｉｎｅ

ｔτｋ ＝ ＰＣ τｋ － λτｋ ｌ
－１Ａ τｋ( )

Ｓｉｎｃｅ λτｋ ｌ
－１ ＞ λτｋ ， ｂｙ Ｌｅｍｍａ ５ ｗｅ ｈａｖｅ

‖ τｋ － ｔτｋ‖≤ １
ｌ
‖ τｋ － ｓτｋ‖→０，ａｓ ｋ →∞

（２４）
ａｎｄ ｔｈｕｓ ｔτｋ⇀ ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｛ ｔτｋ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ．
Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｉｓ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｅｔｓ ｏｆ Ｈ ， ｗｅ ｈａｖｅ

‖Ａ τｋ － Ａｔτｋ‖ → ０，ａｓ ｋ → ∞ （２５）
Ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅａｒｃｈ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ， ｗｅ ｋｎｏｗ
λτｋ ｌ

－１‖ＡＰＣ τｋ － λτｋ ｌ
－１Ａ τｋ( ) － Ａ τｋ‖ ＞

　 　 　 μ‖ τｋ － ＰＣ τｋ － λτｋ ｌ
－１Ａ τｋ( ) ‖

ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ
１
μ
‖ＡＰＣ τｋ － λτｋ ｌ

－１Ａ τｋ( ) － Ａ τｋ‖ ＞

　 　 　
‖ τｋ － ＰＣ τｋ － λτｋ ｌ

－１Ａ τｋ( ) ‖

λτｋ ｌ
－１ （２６）

Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （２５） ａｎｄ （２６）， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ τｋ － ＰＣ τｋ － λτｋ ｌ
－１Ａ τｋ( ) ‖

λτｋ ｌ
－１

＝ ０ （２７）

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔτｋ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ
３， ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ

〈 τｋ － λτｋ ｌ
－１Ａ τｋ － ｔτｋ，ｓ － ｔτｋ〉 ≤ ０，∀ｓ ∈ Ｃ

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
１

λτｋ ｌ
－１〈 τｋ － ｔτｋ，ｓ － ｔτｋ〉 ＋ 〈Ａ τｋ，ｔτｋ － τｋ〉 ≤

　 　 　 〈Ａτｋ，ｓ － τｋ〉，∀ｓ ∈ Ｃ （２８）
Ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ ｋ → ∞ ｉｎ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２８）

ａｎｄ ｕｓｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２４） ａｎｄ Ｅｑ．（２７）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ≥ ０

　 　 Ｔｈｕｓ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆｓ ｏｆ ｓｕｂｃａｓｅｓ ａ） ａｎｄ
ｂ），ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ

ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ≥ ０ （２９）
Ｓｉｎｃｅ
〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＝ 〈Ａｓτｋ － Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ＋

　 　 　 〈Ａ τｋ，ｓ － τｋ〉 ＋ 〈Ａｓτｋ， τｋ － ｓτｋ〉 （３０）
ａｎｄ ｇｉｖｅｎ ｔｈａｔ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖ τｋ － ｓτｋ‖ ＝ ０ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ

ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｏｎ Ｈ， ｏｎｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
ｔｈａｔ

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖Ａ τｋ － Ａｓτｋ‖ ＝ ０
Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２９） ａｎｄ Ｅｑ．（３０）， ｗｅ ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｓｕｐ〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ≥ ０
Ｉｆ ｌｉｍ

ｋ→∞
ｓｕｐ〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＞ ０， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｏｎｅ

ｃａｎ ｆｉｎｄ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｓτｋｊ{ } ｏｆ ｓτｋ{ } ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ
ｌｉｍ
ｋ→∞

〈Ａｓτｋｊ，ｓ － ｓτｋｊ〉 ＞ ０
Ｈｅｎｃｅ， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｎ２ ∈ ℕ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

〈Ａｓτｋｊ，ｓ － ｓτｋｊ〉 ＞ ０，∀ｊ ≥ Ｎ２

Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ， ｗｅ ｈａｖｅ
〈Ａｓ，ｓ － ｓτｋｊ〉 ＞ ０，∀ｊ ≥ Ｎ２

Ｌｅｔｔｉｎｇ ｊ → ∞ ，ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ∈ ＳＤ ．
Ｉｆ ｌｉｍ

ｋ→∞
ｓｕｐ〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＝ ０， ｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ｋ→∞

〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＝ ０
Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ

ϑｋ ＝ 〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＋ １
ｋ ＋ １

ητｋ
＝

Ａｓτｋ
‖Ａｓτｋ‖

２，∀ｋ ≥ Ｎ１

Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｗｅ ｈａｖｅ
〈Ａｓτｋ，ｓ － ｓτｋ〉 ＋ ϑｉｋ ＞ ０ ， 〈Ａｓτｋ，ητｋ〉 ＝ １
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｗｅ ｈａｖｅ

〈Ａｓτｋ，ｓ ＋ ϑｋητｋ
－ ｓτｋ〉 ＞ ０，∀ｋ ≥ Ｎ１

Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔ

〈Ａ（ ｓ ＋ ϑｋητｋ），ｓ ＋ ϑｋητｋ
－ ｓτｋ〉 ＞ ０，∀ｋ ≥ Ｎ１

Ｆｏｒ ｋ ≥ Ｎ１，ｗｅ ｈａｖｅ
　 〈Ａｓ，ｓ － ｓτｋ〉 ＝ 〈Ａｓ － Ａ（ ｓ ＋ ϑｋητｋ），ｓ ＋ ϑｋητｋ

－
ｓτｋ〉 ＋ 〈Ａ（ ｓ ＋ ϑｋητｋ），ｓ ＋ ϑｋητｋ

－ ｓτｋ〉 － 〈Ａｓ，

·７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ϑｋητｋ〉 ≥ 〈Ａｓ － Ａ（ ｓ ＋ ϑｋητｋ），ｓ ＋ ϑｋητｋ
－

ｓτｋ〉 － 〈Ａｓ，ϑｋητｋ〉 （３１）
Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｌｉｍ

ｋ→∞
ϑｋητｋ

＝ ０． Ｓｉｎｃｅ ‖ητｋ‖ ＝

１
‖Ａｓτｋ‖

＜ ２
ｄ
，∀ｋ≥Ｎ１ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ａｎｄ ｌｉｍ

ｋ→∞
ϑｋ ＝ ０， ｉｔ

ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｌｉｍ
ｋ→∞

ϑｋητｋ
＝ ０． Ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ ｋ→∞ ，

ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ａ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｔｈｅ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ｓτｋ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ， ａｎｄ ｌｉｍ

ｋ→∞
ϑｋητｋ

＝ ０， ｔｈｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （３１）
ｖａｎｉｓｈｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

〈Ａｓ，ｓ － 〉 ≥ ０，∀ｓ ∈ Ｃ
ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ∈ ＳＤ ．

Ｌｅｍｍａ １０　 Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （Ａ）－（Ｅ）， ｉｔ
ｃａｎ ｂｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｙｉｅｌｄｅｄ ｂｙ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗｅａｋ
ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ， ｗｉｔｈ ｅａｃｈ ｓｕｃｈ ｐｏｉｎｔ ｂｅｉｎｇ ａｎ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｔ Ｓ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝
ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ｎｏ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ｉｎ
ＳＤ ． Ａｓｓｕｍｅ， ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒａｒｙ， ｔｈａｔ ｛υτ｝ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｔｗｏ
ｏｒ ｍｏｒｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｗｅａｋ ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ １ ∈ ＳＤ

ａｎｄ ２ ∈ ＳＤ ｗｉｔｈ １ ≠ ２ ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｔｗｏ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｛υτｋ｝ ａｎｄ ｛υｌｋ｝ ｏｆ ｛υτ｝ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

υτｋ⇀ １ ａｎｄ υｌｋ⇀ ２，ａｓ ｋ → ∞
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｂｙ Ｌｅｍｍａ ２ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ７， ｔｈｅ

ｌｉｍｉｔ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － ‖ ｅｘｉｓｔｓ ｆｏｒ ａｎｙ ∈ ＳＤ ， ｗｅ ｈａｖｅ
　 ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ － １‖ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖υτｋ

－ １‖ ＝ ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→∞

‖υτｋ
－

１‖ ＜ ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→∞

‖υτｋ
－ ２‖ ＝ ｌｉｍ

τ→∞
‖υτ － ２‖ ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖υｌｋ
－ ２‖ ＝ ｌｉｍｉｎｆ

ｋ→∞
‖υｌｋ

－ ２‖ ＜
ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→∞

‖υｌｋ
－ １‖ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖υｌｋ

－ １‖ ＝

ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ － １‖
Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，

｛υτ｝ ａｄｍｉｔｓ ｎｏ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔ
ｉｎ ＳＤ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｔ ＝ ｛ｕ ∈ Ｃ：Ａ（ｕ） ＝
０｝ ＼ＳＤ ｉｓ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｓｅｔ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ９， ｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ
｛υτ｝ ｈａｓ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ Ｓ．

Ｌｅｍｍａ １１ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ （Ａ） － （Ｅ）
ｈｏｌｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｈａｓ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｗｅａｋ
ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ １， ２，… ｍ ． Ｆｒｏｍ ｔｈｉｓ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｔ
ｌｅａｓｔ ｏｎｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ Ｎ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ， ｆｏｒ ａｌｌ τ ≥ Ｎ ，
υτ ∈ Θ ， ｗｈｅｒｅ

　 Θ ＝ ∪
ｍ

ｔ ＝ １
Θｔ，　 Θｄ ＝ ∩

ｍ

ｔ ＝ １，ｔ≠ｄ
｛ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞

　 　 γ０ ＋ ‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
｝

ａｎｄ

γ０ ＝ ｍｉｎ｛‖
ｄ － ｔ‖
４

：ｔ，ｄ∈｛１，２，…，ｍ｝，ｔ≠ｄ｝

　 　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ ｛υｄ
τｋ｝ ｂｅ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｛υτ｝ ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ υｄ
τｋ⇀ ｄ ａｓ ｋ → ∞ ．Ｔｈｅｎ ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ

　 ｌｉｍ
ｋ→∞

〈υｄ
τｋ， ｄ － ｔ〉 ＝ 〈 ｄ， ｄ － ｔ〉，∀ｔ ≠ ｄ

Ｆｏｒ ｔ ≠ ｄ ， ｗｅ ｈａｖｅ
　 〈 ｄ， ｄ － ｔ〉 ＝ ‖ ｄ‖２ － 〈 ｄ， ｔ〉 ＝

　 　 ‖ ｄ － ｔ‖２

２
＋ ‖ ｄ‖２

２
－ ‖ ｔ‖２

２
＞

　 　 ‖ ｄ － ｔ‖２

４
＋ ‖ ｄ‖２

２
－ ‖ ｔ‖２

２
（３２）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｏｒ ａｌｌ ∀ｔ ≠ ｄ ，

〈 ｄ，
ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ ‖ ｄ － ｔ‖

４
＋

　 　 　 ‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
（３３）

Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （ ３２） ａｎｄ （ ３３）， ｗｈｅｎ ｋ ｉｓ
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ， ｗｅ ｈａｖｅ

　 υｄ
τｋ ∈ ｛ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ ‖ ｄ － ｔ‖

４
＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
｝

Ｈｅｎｃｅ， ｆｏｒ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ ｋ，
υｄ
τｋ ∈ Θｄ

ｗｈｅｒｅ

　 Θｄ ＝ ∩
ｍ

ｔ ＝ １，ｔ≠ｄ
｛ｕ： 〈ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ γ０ ＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
｝ （３４）

ａｎｄ

γ０ ＝ ｍｉｎ ‖ ｄ － ｔ‖
４

：ｔ，ｄ ∈ ｛１，２，…，ｍ｝，ｔ ≠ ｄ{ }
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ， ｉｔ ｎｅｃｅｓｓａｒｉｌｙ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

　 Θｄ ＝ ∩
ｍ

ｔ ＝ １，ｔ≠ｄ
｛ｕ： 〈 － ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＜ － γ０ ＋

‖ ｔ‖２ － ‖ ｄ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
｝ （３５）

Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅΘ ＝∪
ｍ

ｔ ＝ １
Θｔ ． Ｉｔ ｗｉｌｌ ｂｅ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ υτ ∈Θ

ｗｈｅｎｅｖｅｒ τ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ． Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｏｎｅ ｃａｎ
ｆｉｎｄ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτｋ｝ ｏｆ ｛υτ｝ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｔｈａｔ υτｋ ∉ Θ ｈｏｌｄｓ ｆｏｒ ａｌｌ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ ｋ．
Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｛υτｋ｝， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ａ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｛υτｋ｝ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ
－
∈Ｃ ． Ｆｏｒ

ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ， ｌｅｔ ｕｓ ｃｏｎｔｉｎｕｅ ｔｏ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｉｓ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ
ａｓ ｛υτｋ｝ ｗｉｔｈ υτｋ⇀

－
． Ｂｅｃａｕｓｅ υτｋ ∉ Θ ， ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｄ ∈

｛１，２，…，ｍ｝ ，
·８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 υτｋ ∉ Θｄ ＝ ∩
ｍ

ｔ ＝ １，ｔ≠ｄ
｛ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ γ０ ＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
｝

Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｐｉｇｅｏｎｈｏｌｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ， ｏｎｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ
ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτｋｌ

｝ ｏｆ ｛υτｋ｝ ａｎｄ ａｎ ｉｎｄｅｘ ｄ０ ∈ ｛１，
２，…，ｍ｝ ＼｛ｄ｝ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｌｌ ｌ ≥ ０，

　 　 υτｋｌ
∉ ｛ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｄ０

‖ ｄ － ｄ０‖
〉 ＞ γ０ ＋

　 ‖ ｄ‖２ － ‖ ｄ０‖２

２‖ ｄ － ｄ０‖
｝

ａｎｄ ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，

　
－
∉ ｛ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｄ０

‖ ｄ － ｄ０‖
〉 ＞ γ０ ＋

　 　 ‖ ｄ‖２ － ‖ ｄ０‖２

２‖ ｄ － ｄ０‖
｝ （３６）

Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （３３），（３６） ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

　 〈 ｄ，
ｄ － ｄ０

‖ ｄ － ｄ０‖
〉 ＞ ‖ ｄ － ｄ０‖

４
＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｄ０‖２

２‖ ｄ － ｄ０‖
≥ γ０ ＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｄ０‖２

２‖ ｄ － ｄ０‖
ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ

－
≠ ｄ ． Ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ａｒｂｉｔｒａｒｉｎｅｓｓ ｏｆ

ｄ，ｗｅ ｈａｖｅ
－

∉ １， ２，…， ｍ{ } ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎｎｏｔ
ｅｘｉｓｔ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， υτ ∈ Θ ｆｏｒ ａｌｌ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ τ ．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｌｙ， ｏｎｅ ｍａｙ ｓｅｌｅｃｔ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ Ｎ ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ υτ ∈ Θ ｉｓ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ τ ≥ Ｎ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈａｔ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ （Ａ） －
（ Ｅ ） ａｒｅ ｍｅｔ， ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ ∈ Ｓ ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ７，ｗｅ ｈａｖｅ ｌｉｍ
τ→∞

‖υτ＋１ －

υτ‖ ＝ ０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｏｎｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ Ｎ′ ＞ Ｎ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ
ｅｖｅｒｙ τ ≥ Ｎ′ ， ‖υτ＋１ － υτ‖ ＜ γ０ ． Ｓｕｐｐｏｓｅ ｛υτ｝ ｈａｓ
ｔｗｏ ｏｒ ｍｏｒｅ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ． Ｔｈｅｎ ｂｙ Ｌｅｍｍａ １１，
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｎ″ ≥Ｎ′ ＞ Ｎ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ υＮ″＋１ ∈Θｔ ａｎｄ υＮ″ ∈
Θｄ， ｗｈｅｒｅ ｔ ≠ ｄ ａｎｄ ｔ，ｄ ∈ ｛１，２，…，ｍ（ｍ ≥ ２）｝．
Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ， ｗｅ ｈａｖｅ ‖υＮ″＋１ － υＮ″‖ ＜ γ０ ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｆｒｏｍ Ｅｑｓ． （３４） ａｎｄ （３５），ｗｅ ｈａｖｅ

　 υＮ″ ∈ Θｄ ＝ ∩
ｍ

ｔ ＝ １，ｔ≠ｄ
{ ｕ：〈ｕ，

ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ γ０ ＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖ }
ａｎｄ

　 υＮ″＋１ ∈ Θｔ ＝ ∩
ｍ

ｄ ＝ １，ｄ≠ｔ
{ ｕ： 〈 － ｕ，

ｔ － ｄ

‖ ｔ － ｄ‖
〉 ＜

－ γ０ ＋ ‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｔ － ｄ‖ }

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｗｅ ｈａｖｅ

　 　 〈υＮ″，
ｄ － ｔ

‖ ｄ － ｔ‖
〉 ＞ γ０ ＋

‖ ｄ‖２ － ‖ ｔ‖２

２‖ ｄ － ｔ‖
（３７）

ａｎｄ

　 　 〈 － υＮ″＋１，
ｄ － ｔ

‖ ｔ － ｄ‖
〉 ＞ γ０ ＋

‖ ｔ‖２ － ‖ ｄ‖２

２‖ ｔ － ｄ‖
（３８）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （３７） ａｎｄ （３８），ｗｅ ｇｅｔ

　 　 ２γ０ ＜ 〈υＮ″ － υＮ″＋１，
ｄ － ｔ

‖ ｔ － ｄ‖
〉 ≤ ‖υＮ″ －

υＮ″＋１‖ ＜ γ０

ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｓ， ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ ａ
ｓｉｎｇｌｅ ｐｏｉｎｔ， ｉ．ｅ．， υτ⇀ ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

　 　 Ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｃａｐａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｏｆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １， ｗｅ
ｃａｒｒｙ ｏｕｔ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ． Ａｌｌ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２０２３ｂ ｏｎ ａ ＰＣ ｅｑｕｉｐｐｅｄ ｗｉｔｈ ａｎ Ｉｎｔｅｌ （Ｒ） Ｃｏｒｅ
（ＴＭ） ｉ７⁃６７００ ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ （ｂａｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ３．４０ ＧＨｚ，
ｍａｘ ｔｕｒｂｏ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ３． ４１ ＧＨｚ） ａｎｄ １６． ００ ＧＢ ｏｆ
ＲＡＭ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ， ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｈａｌｔｓ
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ‖υτ＋１ － υτ‖ ≤ ε ｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ． Ｈｅｒｅ， Ｉｔｅｒ ｓｔａｎｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｔ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

Ｅｘａｍｐｌｅ １　 Ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｅｔ Ω ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｕｎｉｔ ｂａｌｌ：

Ω ＝ ｛ ｔ ＝ （ ｔ１，ｔ２） Ｔ ∈ ℝ ２ ｜ ‖ｔ‖２ ≤ １｝
Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｇ：Ω → ℝ ２ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｇ（ ｔ） ＝
ｔ１ ＋ ｔ２ ＋ ｅｔ１

－ ｔ１ ＋ ｔ２ ＋ ｅｔ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｔｈａｔ Ｇ ｉｓ ａ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｍａｐｐｉｎｇ．
Ｔａｂｌｅ １ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｕｒ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １
ｗｉｔｈ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｆｒｏｍ Ｒｅｆ． ［１５］ ａｎｄ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １
ｆｒｏｍ Ｒｅｆ．［１９］ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅｓ． Ａｓ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇｓ． １ ａｎｄ ２， ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｑｕｉｒｅｓ
ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｆｅｗｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｔｗｏ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ． Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ
ｐｏｉｎｔ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ υ ０ ＝ （１，２）， υ １ ＝ （０．５０，０．７５） ａｎｄ ｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｂｏｔｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｒｅ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｉｎ
Ｔａｂｌｅ ２．

·９·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅｓ

Ｅｒｒｏｒ ε
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［１５］ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｉｎ Ｒｅｆ．［１９］

Ｔ（ｓ） Ｉｔｅｒ Ｔ（ｓ） Ｉｔｅｒ Ｔ（ｓ） Ｉｔｅｒ
１０ －４ ３．８９ × １０ －４ ３９ ７．１ × １０ －３ １４２ ３．９ × １０ －３ ４７
１０ －６ ５．９０ × １０ －４ ５８ ８．９ × １０ －３ １４２４ ４．５ × １０ －３ ７２

Ｆｉｇ．１　 ε ＝ １０－４ Ｆｉｇ．２　 ε ＝ １０－６

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｔｔｉｎｇｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［１５］ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｉｎ Ｒｅｆ．［１９］

σ ＝ ０．４９５ ， θτ ＝ １ ，
ξτ ＝ ０．２２５ ， γ ＝ ０．５ ，
ｌ ＝ ０．５ ， μ ＝ ０．９９ ，

λ１ ＝ １．１

γ ＝ ０．５ ， ｌ ＝ ０．５ ，
μ ＝ ０．９９ ， λ１ ＝ １．１ ，

βτ ＝ １
τ ＋ ２

， ｆ ｘ( ) ＝ １
８
ｘ

δ ＝ ０．４９５ ， θτ ＝ １ ，
ατ ＝ ０．２２５ ， μ ＝ ０．９９ ，

λ１ ＝ １．１

　 　 Ｅｘａｍｐｌｅ ２　 Ｔｈｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ
ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ａｌｌ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｓｑｕａｒｅｄ ｓｕｍ，
ｄｅｎｏｔｅｄ Ｈ ＝ ｌ２ ． Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｓｅｔ

Ｃ ∶＝｛ｐ ＝ （ｐ１，ｐ２，…，ｐτ，…） ∈ Ｈ： ｐτ ≤

　 　 　 １
τ
，τ ＝ １，２，…，ｎ，…｝

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ａ：Ｃ → Ｈ ｄｅｆｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ

Ａｔ ＝ ‖ｔ‖ ＋ １
‖ｔ‖ ＋ α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ

ｗｈｅｒｅ α ＞ ０． Ａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［２６］， ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｈａｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｓ ＝ ｛０｝ ． Ｏｎ Ｈ， ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ， ｗｈｉｌｅ ｉｔ ｍａｉｎｔａｉｎｓ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ａｎｄ ｗｅａｋ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｎ
ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｔ Ｃ． Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ， ｉｔ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｈｉｂｉｔ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｖｅｒ Ｈ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｅｌｏｗ， ｗｅ ａｓｓｉｇｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｖａｌｕｅｓ α ＝
０．５ ａｎｄ Ｈ ＝ ℝ ｍ （ｗｉｔｈ ｍ ｔａｋｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ） ． Ｆｏｒ
ｔｈｉｓ ｓｃｅｎａｒｉｏ，Ｃ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｐｏｉｎｔｓ
ｇｉｖｅｎ ｂｙ：

Ｃ ＝ ｛ｐ ∈ ℝ ｍ： － １
τ

≤ ｐτ ≤
１
τ
，τ ＝ １，２，…，ｍ｝

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｉｎｓｔａｎｃｅ， ｗｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｔｅｒｍｉｎａｔｅｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ
‖υτ＋１ － υτ‖≤１０ －６ ． Ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｓ ｍａｄｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ ｉｎ Ｒｅｆ．［２７］ ， ａｓ ｗｅｌｌ
ａｓ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［１５］ ． Ａ ｇｒａｐｈｉｃａｌ ａｎｄ ｔａｂｕｌａｒ
ｓｕｍｍａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ ３， Ｆｉｇｓ．３
ａｎｄ ４． Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｃｈｉｅｖｅｓ ｔｈｅ ｂｅｓｔ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ，
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｂｏｔｈ ｈｏｗ ｍａｎｙ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ａｎｄ
ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｎｅｅｄｅｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｓｅｄ
ａｒｅ ｃｈｏｓｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １： σ ＝ ０．４９５，θτ ＝ １，ξτ ＝ ０．２２５，γ ＝
０．３，ｌ ＝ ０．５，μ ＝ ０．８，λ１ ＝ ０．１．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ ｉｎ Ｒｅｆ．［２７］： ατ ＝ １
τ０．５，γ ＝ ０．５，ｌ ＝

０．３，μ ＝ ０．８，βτ ＝ １
τ ＋ ２

，ｆ（ｘ） ＝ １
８
ｘ，λ１ ＝ ０．１．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［１５］： γ ＝ ０．３，ｌ ＝ ０．５，βτ ＝
１

ｉ ＋ ２
，ｆ（ｘ） ＝ １

８
ｘ，μ ＝ ０．８，λ１ ＝ ０．１．

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ

ｍ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ ｉｎ Ｒｅｆ．［２７］ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［１５］

Ｉｔｅｒ Ｔ（ｓ） Ｉｔｅｒ Ｔ（ｓ） Ｉｔｅｒ Ｔ（ｓ）
１５０ １２３ ０．００１５ １６８ ０．００４９ １９０ ０．００８１
５００ １９３ ０．００５９ ２７６ ０．００６８ ２１０ ０．００９１

·０１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｆｉｇ．３　 ｍ ＝ １５０

Ｆｉｇ．４　 ｍ ＝ ５００

　 　 Ｅｘａｍｐｌｅ ３　 Ｌｅｔ Ｈ ＝ Ｌ２ ０，１[ ]( ) ｂｅ ａｃｃｏｍｐａｎｉｅｄ
ｂｙ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｄｅｆｉｎｅｄ ｖｉａ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ 〈ｐ，ｑ〉 ＝

∫１
０
ｐ（ ｔ）ｑ（ ｔ）ｄｔ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｉｔｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｎｏｒｍ ‖ｐ‖ ＝

〈ｐ，ｐ〉
１
２ ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔ Ｃ ＝

ｐ ∈ Ｌ２ ０，１[ ]( ) ：∫１
０
ｔｐ（ ｔ）ｄｔ ＝ ２{ } ． Ａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ｉｓ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｖｉａ
　 Ｆｐ（ｔ） ∶＝ ｍａｘ ｐ（ｔ），０{ } ，ｐ ∈ Ｌ２ ０，１[ ]( ) ，ｔ ∈ ０，１[ ]

　 　 Ｔｈｉｓ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｇｌｏｂａｌ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｂｏｕｎｄ ｉｓ ｕｎｉｔｙ． Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｐ ∈ Ｌ２ ０，１[ ]( ) ｏｎｔｏ Ｃ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ ｂｙ

ＰＣｐ ｔ( ) ＝ ｐ ｔ( ) －
∫１

０
ｔｐ ｔ( ) ｄｔ

∫１
０
ｔ２ｄｔ

ｔ，ｔ ∈ ０，１[ ]

Ｗｅ ｃｈｏｏｓｅ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｓ υ０ ｔ( ) ＝
１
１３

９７ｔ２ ＋ ４ｔ( ) ａｎｄ υ１ ｔ( ) ＝ １
２５０

ｔ２ － ｅ －７ｔ( ) ． Ｏｕｒ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｌｌ ｂｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｉｎ
Ｒｅｆ．［１９］ ａｎｄ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［２８］ ． Ｆｉｇｓ．５ ａｎｄ
６ ｄｉｓｐｌａｙ ｔｈｅ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌａｓｔ ｓｔａｇｅ ｏｆ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｔｈａｔ， ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅｓ
１０ －４ ａｎｄ １０ －６ ， ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｆｅｗｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ
ｔｈａｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｔｈｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ：
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １： σ ＝ ０．４９５，θτ ＝ １，ξτ ＝ ０．２２５，γ ＝

０．７，ｌ ＝ ０．５，μ ＝ ０．９９，λ１ ＝ １．１．
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｉｎ Ｒｅｆ．［１９］： δ ＝ ０．４９５，θτ ＝ １，μ ＝

０．９９，ατ ＝ ０．２２５，λ１ ＝ １．１．
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ３．１ ｉｎ Ｒｅｆ．［２８］： ατ ＝ ０．２２５，α ＝ ２，

μ ＝ ０．９９，λ１ ＝ １．１．

Ｆｉｇ．５　 ε ＝ １０－４

Ｆｉｇ．６　 ε ＝ １０－６

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ａ ｒｅｌａｘｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅ ｅｎｈａｎｃｅｄ ｂｙ ａ ｄｏｕｂｌｅ
ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ ａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｉｎｅ⁃ｓｅａｒｃｈ ｓｔｒａｔｅｇｙ
ｉｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｔｏ ｈａｎｄｌｅ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ＶＩＰ ｉｎ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ．
Ｕｎｌｉｋｅ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ
ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｉｓ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ Ａｘ ≠ ０，∀ｘ ∈ Ｈ， ｔｈｅ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｅｎｃｏｍｐａｓｓｅｓ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ． Ｕｎｄｅｒ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃａｌｌｙ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛υτ｝ ｔｏｗａｒｄｓ ａ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＶＩＰ． Ｔｏ ｆｕｒｔｈｅｒ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｉｔｓ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ， ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｅｓｔｓ ａｒｅ ｃａｒｒｉｅｄ ｏｕｔ ｔｏ
ａｓｓｅｓｓ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ
ａｐｐｒｏａｃｈ．

·１１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｌｉｕ Ｈ， Ｙａｎｇ Ｊ． Ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２０， ７７（２）： ４９１ － ５０８．
ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２０－００２１７－８．

［２］Ｎｉｋａｉｄｏ＾ Ｈ， Ｉｓｏｄａ Ｋ． Ｎｏｔｅ ｏｎ ｎｏｎ⁃ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｃｏｎｖｅｘ
ｇａｍｅｓ． Ｐａｃｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９５５，５（５）：８０７－８１５．

［３］Ｂｌｕｍ Ｅ， Ｏｅｔｔｌｉ Ｗ． Ｆｒｏｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｔｏ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｓｔｕｄｅｎｔ，
１９９４，６３：１２３－１４５．

［４］Ｍｕｕ Ｌ， Ｏｅｔｔｌｉ Ｗ． Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐｅｎａｌｔｙ
ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｆｉｎｄｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｔｈｅｏｒｙ， Ｍｅｔｈｏｄｓ ＆Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９９２，１８（１２）：
１１５９－１１６６． ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ０３６２－５４６Ｘ（９２）９０１５９－Ｃ

［５］Ｌｉｕ Ｌ， Ｃｈｏ Ｓ Ｙ， Ｙａｏ Ｊ Ｃ． Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎ
ｉｎｅｒｔｉａｌ Ｔｓｅｎｇ􀆳ｓ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎｄ Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ，２０２１，５（４）：
６２７－６４４． ＤＯＩ：１０．２３９５２ ／ ｊｎｖａ．５．２０２１．４．０９．

［６］Ｆａｎ Ｊ， Ｑｉｎ Ｘ． Ｗｅａｋ ａｎｄ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａｌ
Ｔｓｅｎｇ􀆳ｓ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２１，７０（５－６）：１１９５－
１２１６． ＤＯＩ：１０．１０８０ ／ ０２３３１９３４．２０２０．１７８９１２９．

［７］Ｘｉｅ Ｚ， Ｃａｉ Ｇ， Ｌｉ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｔｓｅｎｇ􀆳ｓ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ．
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２４， ４３ （ ４）：
１７１．ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ４０３１４－０２４－０２６９８－３．

［８］Ｔｈｏｎｇ Ｄ Ｖ， Ｄｕｎｇ Ｖ Ｔ， Ａｎｈ Ｐ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｉｎｇｌｅ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ ｓｔｅｐｓ
ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｉｎ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２３， ４２６： １１５０９９． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ｊ． ｃａｍ．
２０２３．１１５０９９．

［９］Ｇｏｄｗｉｎ Ｅ Ｃ， Ａｌａｋｏｙａ Ｔ Ｏ， Ｍｅｗｏｍｏ Ｏ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｌａｘｅｄ
ｉｎｅｒｔｉａｌ Ｔｓｅｎｇ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ａｎｄ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０２３，１０２
（１５）：４２５３－４２７８． ＤＯＩ：１０．１０８０ ／ ０００３６８１１．２０２２．２１０７９１３．

［１０］Ａｎｈ Ｐ Ｎ． Ｒｅｌａｘｅｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２４ ，
９０（４）：９０９－９３０．ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０８９８－０２４－０１３９８－ｗ．

［１１］Ｓｉｂｏｎｙ Ｍ． Ｍéｔｈｏｄｅｓ ｉｔéｒａｔｉｖｅｓ ｐｏｕｒ ｌｅｓ éｑｕａｔｉｏｎｓ ｅｔ
ｉｎéｑｕａｔｉｏｎｓ ａｕｘ ｄéｒｉｖéｅｓ ｐａｒｔｉｅｌｌｅｓ ｎｏｎ ｌｉｎéａｉｒｅｓ ｄｅ ｔｙｐｅ
ｍｏｎｏｔｏｎｅ． Ｃａｌｃｏｌｏ，１９７０，７（１）： ６５－１８３． ＤＯＩ：１０．１００７ ／
ＢＦ０２５７５５５９．

［１２］Ｋｏｒｐｅｌｅｖｉｃｈ Ｇ Ｍ． Ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｉｎｄｉｎｇ ｓａｄｄｌｅ
ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｍａｔｅｋｏｎ，１９７７，１３（４）：３５－４９．

［１３］Ｃｅｎｓｏｒ Ｙ， Ｇｉｂａｌｉ Ａ， Ｒｅｉｃｈ Ｓ． Ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｉｎ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１１， １４８（２）： ３１８ － ３３５． ＤＯＩ：１０． １００７ ／
ｓ１０９５７－０１０－９７５７－３．

［１４］Ｔｓｅｎｇ Ｐ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｆｏｒｗａｒｄ⁃ｂａｃｋｗａｒｄ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｍａｘｉｍａｌ ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｍａｐｐｉｎｇｓ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２０００，３８（２）：４３１ － ４４６． ＤＯＩ：
１０．１１３７ ／ Ｓ０３６３０１２９９８３３８８０６．

［１５］Ｃａｉ Ｇ， Ｄｏｎｇ Ｑ Ｌ， Ｐｅｎｇ Ｙ． Ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ
ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｐｓｅｕｄｏ⁃
ｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ ｎｏｎ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２１， １８８ （ ２）：
４４７－４７２． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０９５７－０２０－０１７９２－ｗ

［１６］Ｙａｎｇ Ｊ， Ｚｈａｎｇ Ｋ． Ａ ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ
ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｘｉａｎｙａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０２５，
４０（２）：１－５．

［１７］Ｌｉ Ｚ， Ｘｉａ Ｆ Ｑ． Ａ ｎｅｗ ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｑｕａｓｉ⁃ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｉｃｈｕａｎ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２０２５，４８（３）：４０６－４１６．ＤＯＩ：１０．３９６９ ／
ｊ．ｉｓｓｎ．１００１－８３９５．２０２５．０３．０１２．

［１８］Ｚｈｏｕ Ｘ． Ｉｎｅｒｔｉａｌ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ． Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ：
Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０２４．
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