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０　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　 　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｉｓ ａ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｔｈａｔ ｅｍｐｌｏｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ
ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｖａｒｉｏｕｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｉｎ
ｐｒａｃｔｉｃｅ， ｉｔ ｔｙｐｉｃａｌｌｙ ｒｅｆｅｒｓ ｔｏ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ
ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ
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Ｃｏｍｐｕｔｅｒ⁃Ａｉｄｅｄ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ Ｄｅｓｉｇｎ （ＣＡＧＤ）； ｗｈｅｒｅ
ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ， ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
ｏｆ ｃｕｒｖｅｄ ｓｈａｐｅｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｆｏｃｕｓ ｏｆ ＣＡＧＤ．
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｉｓ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｍａｃｈｉｎｅ
ｌｅａｒｎｉｎｇ， ａｓ ｓｅｖｅｒａｌ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｒｅｌｙ
ｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ
ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｐｕｔ ｄａｔａ ａｎｄ ｏｕｔｐｕｔ ｌａｂｅｌｓ．

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｆｔｅｎ ｅｍｐｌｏｙ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｔｏ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅ ｓｅａｒｃｈ ｓｐａｃｅ
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ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｔｈｅｙ ｈａｖｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ
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ｔｈｅｓｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ｈａｖｅ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｎｕｍｅｒｏｕｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｐｈｙｓｉｃｓ， ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｆｉｅｌｄｓ，
ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｐｌａｓｍａ ｐｈｙｓｉｃｓ， ｑｕａｎｔｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ａｎｄ
ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｖｏｒｔｅｘ
ｓｔａｔｅｓ ｉｎ Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ ｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ ｉｎ ３⁃Ｄ ｗｉｔｈ
ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｙ［１］ ． Ｆｕｒｔｈｅｒ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ
ｗｅｉｇｈｔｓ ａｎｄ ｎｏｄｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ⁃Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ
ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｄｅｐｅｎｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｈｅｒｅ， ｗｅ ｍｅｎｔｉｏｎ ｓｏｍｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ
ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｃｌｏｓｅｄ ｆｏｒｍｓ， ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ （ ｓｅｅ Ｒｅｆｓ． ［２－
４］） ． Ｒｅｃｅｎｔｌｙ， Ｇｕｐｔａ ［ ５ ］ ｅｘｐｌｏｒｅｄ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．
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ｆｕｎｃｔｉｏｎ， Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ Ｌｋ（ｘ）， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｇｉｖｅｎ ｂｙ：

ｘ Ｄ２ｙ ＋ （１ － ｘ）Ｄｙ ＋ ｋｙ ＝ ０ （１）
ｗｈｅｒｅ Ｄｎ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｎ ⁃ｔｈ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ
ｘ ， ａｎｄ Ｅｑ． （１） ｉｓ ａ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｈａｓ ｎｏｎ⁃ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｎｌｙ ｉｆ ｋ ｉｓ ａ
ｎｏｎ⁃ｎｅｇａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ． Ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ ｆｏｒｍ ｆｏｒ ｋ ｔｈ Ｌａｇｕｅｒｒｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ
ｉｎ Ｒｅｆ． ［２］， ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ：

Ｌｋ（ｘ） ＝ ∑
ｋ

ｒ ＝ ０

ｋ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷
（ － １ ） ｒ

ｒ！
ｘｒ

ａｎｄ

∑
¥

ｋ ＝ ０
ｙｋ Ｌｋ（ｘ） ＝ ｅ

－ｘｙ
１－ｙ· １

１ － ｙ
Ｎｏｗ， ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｌα
ｋ（ｘ）， ｆｏｒ α ＞ － １， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ􀆳ｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ：
ｘ Ｄ２ｙ ＋ （α ＋ １ － ｘ）Ｄｙ ＋ ｋｙ ＝ ０

Ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｋｔｈ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ
ｉｎ Ｒｅｆ．［４］， ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ：

Ｌα
ｋ（ｘ） ＝ ∑

ｋ

ｒ ＝ ０

α ＋ ｋ
α ＋ ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷
（ － １ ） ｒ

ｒ！
ｘｒ

ａｎｄ

∑
¥

ｋ ＝ ０
ｙｋ Ｌα

ｋ（ｘ） ＝ ｅ
－ｘｙ
１－ｙ· １

（１ － ｙ ） α＋１ （２）

Ｒｅｍａｒｋ １　 Ｆｏｒ ｘ ∈ （ － ¥，０］ ａｎｄ α ＞ － １， ｗｅ
ｈａｖｅ Ｌα

ｋ（ｘ） ＞ ０．
　 　 Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，

Ｌα
０（ｘ） ＝ １

Ｌα
１（ｘ） ＝ １ ＋ α － ｘ

Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ
Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ， ａｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｅｑ．（３．
３） ｏｆ Ｒｅｆ．［４］， ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ

∑
¥

ｋ ＝ ０
Ｌα
ｋ － ｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｋ ＝ ｅｘｐ ｘｙ

２ １ － ｙ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 　 　 １
（１ － ｙ ） α＋１， ｙ ＜ １ （３）

Ｓｕｃｕ ｅｔ ａｌ．［４］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｆｏｒ ｘ ∈ ［０，¥） ａｓ：

Ｗα
ｎ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｌαｎ，ｋ（ｘ） ｆ

ｋ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （４）

ｗｈｅｒｅ

ｌαｎ，ｋ（ｘ） ∶＝ ｅ
－ｎｘ
２ ·２ －α－ｋ－１·Ｌα

ｋ
－ ｎｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｉｔｈ α ＞ － １，ｎ ∈ ℕ ，ｆ ∶ ［０，¥） → ℝ ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ｌα

ｋ（ － ｘ） ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｃｏｎｆｌｕｅｎｔ
ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｅｒｉｅｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｌα
ｋ（ － ｘ） ∶＝

（α ＋ １ ） ｋ

ｋ！ １ Ｆ１（ － ｋ；α ＋ １； － ｘ） ＝

　 　 　
ｋ ＋ α
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ Ｆ１（ － ｋ；α ＋ １； － ｘ）

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｅｘｐＡ（ｙ） ＝ ｅＡｙ ．
Ｒｅｍａｒｋ ２ 　 Ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ Ｅｑ． （２）， ｗｅ

ｏｂｔａｉｎ

Ｗα
ｎ ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ ｅｘｐ

ｎｘ ｅ
Ａ
ｎ － １( )

２ － ｅ
Ａ
ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷·

　 　 　 １

２ － ｅ
Ａ
ｎ( ) １＋α

１　 Ｎｅｗ Ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

　 　 Ｉｎ ｍａｎｙ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｉｅｓ， ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ａ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｓ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ
ｃｏｎｃｅｒｎ． Ｓｕｍｍａｔｉｏｎ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ
ｔｈｅ ｓｕｂｊｅｃｔ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｐｕｂｌｉｓｈｅｄ ｗｏｒｋｓ［６－１５］ ． Ｈｅｒｅ， ｗｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｖａｒｉａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ｗｅｌｌ⁃ｋｎｏｗｎ ｓｐｅｃｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， Ｌａｇｕｅｒｒｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｖａｒｉｏｕｓ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｈａｖｅ
ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ， ｓｉｇｎａｌ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ， ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ， ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅｏｒｙ． Ｔｈｅ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｒｅ ｖｅｒｙ ｕｓｅｆｕｌ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ
ｔｈｅｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｔｈｅｓｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｃｔ ａｓ ａ ｂｒｉｄｇｅ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｃｅｐｔｓ． Ｔｏ ｓｏｌｖｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｏｐｔｉｍｉｚｅ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ， ａｎｄ
ｅｎｈａｎｃｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ｔｈｅｓｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ
ｈａｖｅ ｐｒｏｖｅｎ ｔｏ ｂｅ ａｎ ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ． Ｔｈｕｓ， ｔｈｅｙ ｈｉｇｈｌｉｇｈｔ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ｏｆ ｐｕｒｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ ｍｏｄｅｒｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｓｃｉｅｎｃｅ．
Ｓｏｍｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ ｉｎ
Ｒｅｆｓ． ［ １６ － １９ ］ ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｆｏｒ ρ ＞ ０，α ＞ － １ ａｎｄ ｆｏｒ ｘ ∈ ［０，¥） ｇｉｖｅｎ
ｂｙ

Ｌα
ｎ，ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｌαｎ，ｋ（ｘ） Ａρ

ｎ，ｋ（ ｆ） （５）

ｗｈｅｒｅ
Ａρ

ｎ，ｋ（ ｆ） ＝

　 　 〈 ｎρ
Γ（ｋρ）

·ｅ －ｎρｙ·（ｎρｙ ） ｋρ－１，ｆ〉， １ ≤ ｋ ＜ ¥

ｆ（０）， ｋ ＝ ０
{

·２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｂｙ 〈 ｆ，ｇ〉 ＝

∫
¥

０

ｆ（ ｓ）ｇ（ ｓ）ｄｓ ， ａｎｄ ｆ： ［０， ¥） → ℝ ｉｓ ａｎ ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ａｎｄ ｓｅｒｉｅｓ
ｃｏｎｖｅｒｇｅ． Ｗｅ ｃａｎ ａｌｓｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（５） ｇｉｖｅｎ ｂｙ：

Ｌα
ｎ，ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∫

¥

０

Ｋρ，α
ｎ，ｘ（ｙ） ｆ（ｙ）ｄｙ

ｗｈｅｒｅ
Ｋρ，α

ｎ，ｘ（ｙ） ＝

　 　 ∑
¥

ｋ ＝ １
ｌαｎ，ｋ（ｘ）·ｓρｎ，ｋ（ｙ） ＋ ｌαｎ，０（ｘ）·δ（ｙ）

ｓρｎ，ｋ（ｙ） ＝ （ｎρ ） ｋρ

Γ（ｋρ）
·ｅ －ｎρｙ·ｙｋρ－１

ａｎｄ δ（ｙ） ｉｓ ｔｈｅ Ｄｉｒａｃ ｄｅｌｔａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｏ⁃ｃａｌｌｅｄ
ｉｎｖｅｒｓｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ １．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １ 　 Ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｇｅｎｅｒａｔｅｓ ｔｈｅ
ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｌα

ｎ，ρ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

　 Ｌαｎ， ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ）＝ ｅｘｐ － ｎｘ
（ｎρ － Ａ ）ρ － （ｎρ ）ρ

２（ｎρ － Ａ ）ρ － （ｎρ ）ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　 　
（ｎρ － Ａ ） ρ

２（ｎρ － Ａ ） ρ － （ｎρ ） ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

Ｐｒｏｏｆ　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ

Ｌα
ｎ， ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｌαｎ，ｋ（ｘ）·Ａρ

ｎ，ｋ ｅｘｐＡ( ) ＝

　 ∑
¥

ｋ ＝ １
ｌαｎ，ｋ（ｘ）

（ｎρ ） ｋρ

Γ（ｋρ） ∫
¥

０
ｅ －（ｎρ－Ａ）ｙ·ｙｋρ－１ｄｙ ＋

　 　 　 ｌαｎ，０（ｘ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０
ｌαｎ，ｋ（ｘ）

ｎρ
ｎρ － Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋρ

Ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ Ｅｑ．（３）， ｗｅ ｈａｖｅ

　 Ｌαｎ， ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ）＝ ｅ－ｎｘ２·ｅｘｐ
ｎｘ（ｎρ ）ρ

２ ２（ｎρ － Ａ ）ρ － （ｎρ ）ρ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 　
（ｎρ － Ａ ） ρ

２（ｎρ － Ａ ） ρ － （ｎρ ） ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

Ｏｎ ｓｉｍｐｌｉｆｙｉｎｇ ｆｕｒｔｈｅｒ， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ
ｒｅｓｕｌｔ．

Ｌｅｍｍａ １ 　 Ｕｓｉｎｇ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １， ｗｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
ｔｈａｔ ｆｏｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｂｉ ａｎｄ ｅｉ（ ｔ） ＝ ｔｉ，ｉ ＝ ０，１，２，
…，ｂｉ ≠ ０， ｗｅ ｈａｖｅ

Ｌα
ｎ，ρ∑

ｉ≥０
ｂｉ ｅｉ( ) （ｘ） ＝ ｂ０ ＋ ｂ１ ｘ ＋ １ ＋ α

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 ｂ２ [ ｘ２ ＋ ｘ
ρ ｎ２（２αｎρ ＋ ５ｎρ ＋ ｎ） ＋ １

ρ ｎ２（α
２ρ ＋

　 　 　 ４αρ ＋ ３ρ ＋ α ＋ １） ] ＋ …

Ｆｕｒｔｈｅｒ， ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｃｉ，ｉ ＝ ０，１，２，…，ｃｉ ≠
０ ， ｗｅ ｈａｖｅ

Ｌα
ｎ，ρ∑

ｉ≥０
ｃｉ ｅ１ － ｘ ｅ０( ) ｉ( ) （ｘ） ＝

　 ｃ０ ＋ ｃ１ [１ ＋ α
ｎ ] ＋ ｃ２ [ ｘ

ρｎ
（３ρ ＋ １） ＋ １

ρ ｎ２（α
２ρ ＋

　 　 　 ４αρ ＋ ３ρ ＋ α ＋ １） ] ＋ ……

Ｄｅｎｏｔｅ

ψα
ｎ，ρ（ｘ） ∶＝ ｘ

ρｎ
（３ρ ＋ １） ＋ １

ρ ｎ２ (α２ρ ＋ ４αρ ＋

　 　 　 ３ρ ＋ α ＋ １ )
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｆｏｒ ｆ∈ ＣＢＤ ℝ ＋( ) （ ｔｈｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ａｌｌ

ｂｏｕｎｄｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｅａｌ ａｘｉｓ ｗｈｉｃｈ
ａｒｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）， ｒ ≥ １，ｓ ∈ ℝ ａｎｄ ｘ ∈ ［０，¥）， ｔｈｅ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ｌｉｍｉｔｓ ｈｏｌｄ ｔｒｕｅ：

１） ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｌα
ｒｎ，ρ ｆ（ｎｙ）( )

ｘ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｌα

ｒ，ρ ｆ（ｙ）( ) （ｘ）

２） ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｌα
ｒ，ρ ｆ

ｙ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｎｘ） ＝ ｆ（ｘ）

３） ｌｉｍ
ρ→¥

Ｌα
ｎ，ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ Ｗα

ｎ ｆ( ) （ｘ）
Ｐｒｏｏｆ　 Ｕｓｉｎｇ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １， ｗｉｔｈ ｉ ｄｅｎｏｔｉｎｇ ｔｈｅ

ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｌα
ｒｎ，ρ ｅｉｓｎｙ( )

ｘ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｅｘｐ － ｒｘ
（ｎｒρ － ｉｓｎ ） ρ － （ｎｒρ ） ρ

２（ｎｒρ － ｉｓｎ ） ρ － （ｎｒρ ） ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
（ｎｒρ － ｉｓｎ ） ρ

２（ｎｒρ － ｉｓｎ ） ρ － （ｎｒρ ） ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１＋α

＝

　 ｅｘｐ － ｒｘ
（ ｒρ － ｉｓ ） ρ － （ ｒρ ） ρ

２（ ｒρ － ｉｓ ） ρ － （ ｒρ ） ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
（ ｒρ － ｉｓ ） ρ

２（ ｒρ － ｉｓ ） ρ － （ ｒρ ） ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

＝ Ｌα
ｒ，ρ ｅｉｓｙ( ) （ｘ）

Ｎｅｘｔ

ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｌα
ｒ，ρ ｅ

ｉｓｙ
ｎ( ) （ｎｘ） ＝

　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｅｘｐ － ｒｎｘ
ｒρ － ｉｓ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

－ （ ｒρ ） ρ

２ ｒρ － ｉｓ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

－ （ ｒρ ） ρ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

·

　
ｒρ － ｉｓ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

２ ｒρ － ｉｓ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

－ （ ｒρ ） ρ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

１＋α

＝ ｅｉｓｘ ＝ Ｉｄ ｅｉｓｙ；ｘ( )

ｗｈｅｒｅ Ｉｄ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｏｐｅｒａｔｏｒ． Ｆｉｎａｌｌｙ
ｌｉｍ
ρ→¥

Ｌα
ｎ，ρ ｅｉｓｙ( ) （ｘ） ＝

　 ｌｉｍ
ρ→¥

ｅｘｐ － ｎｘ
（ｎρ － ｉｓ ） ρ － （ｎρ ） ρ

２（ｎρ － ｉｓ ） ρ － （ｎρ ） ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

·３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　
（ｎρ － ｉｓ ） ρ

２（ｎρ － ｉｓ ） ρ － （ｎρ ） ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１＋α

＝ １
２ － ｅｉｓ ／ ｎ( ) １＋α·

　 ｅｘｐ
ｎｘ ｅｉｓ ／ ｎ － １( )

ｅｉｓ ／ ｎ － ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｗα

ｎ ｅｉｓｙ( ) （ｘ）

ｗｈｅｒｅ Ｗα
ｎ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ

Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ Ｅｑ．（４） ｗｉｔｈ ｍｏｍｅｎｔ⁃
ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｍａｒｋ ２．

Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｏｆ Ｒｅｆ．［２０］ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
ｔｈｅｒｅｉｎ， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｏｕｔｃｏｍｅｓ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｗｅｌｌ⁃ｋｎｏｗｎ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｊａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｏｎ ｔｈｅ ｃｌａｓｓ Ｃ［０，¥） ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

Ｓｎ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０

ｅ －ｎｘ·（ｎｘ ） ｋ

ｋ！
ｆ ｋ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈｅｒｅ， ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ ｎｅｗ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｍα
ｎ，ρ

ｗｈｉｃｈ ａｒｉｓｅｓ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ
ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｓｎ ｗｉｔｈ Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ Ｌα

ｎ，ρ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ
Ｃ［０，¥） ：

（Ｍα
ｎ，ρ ｆ）（ｘ） ＝ （Ｓｎ 􀳱 Ｌα

ｎ，ρ ｆ）（ｘ） ＝

　 ∑
¥

ｋ ＝ １
ｍα

ｎ，ｋ（ｘ）∫
¥

０

ｓρｎ，ｋ（ｙ） ｆ（ｙ）ｄｙ ＋ ｍα
ｎ，０（ｘ） ｆ ０( )

ｗｈｅｒｅ ＂ 􀳱＂ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ，ａｎｄ

ｍα
ｎ，ｋ（ｘ） ＝ ∑

¥

ｊ ＝ ０

（ｎｘ ） ｊ·ｅ －（ｎｘ＋ ｊ
２ ）

ｊ！ ·２α＋ｋ＋１ ·Ｌα
ｋ － ｊ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｌｅｍｍａ ２ 　 Ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｒｅａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ａ ， ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｈｏｌｄｓ：
　 Ｍα

ｎ，ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝

　 　 ｅｘｐ
é

ë

ê
ê
ｎｘ

æ

è
ççｅｘｐ

æ

è
çç
（ｎρ ）ρ － （ｎρ － Ａ ）ρ

２（ｎρ － Ａ ）ρ － （ｎρ ）ρ

ö

ø
÷÷ － １

ö

ø
÷÷

ù

û

ú
ú
·

　 　
（ｎρ － Ａ ） ρ

２（ｎρ － Ａ ） ρ － （ｎρ ） ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

Ｆｏｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ａｉ， ｉ ＝ ０，１，２，… ，
ｗｅ ｈａｖｅ

Ｍα
ｎ， ρ∑

ｉ≥０
ａｉ ｅ１ － ｘ ｅ０( ) ｉ( ) （ｘ）＝ ａ０ ＋ ａ１

１ ＋ α
ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 ａ２ [ ｘ
ｎρ

（４ρ ＋ １） ＋ １
ｎ２ρ (α２ρ ＋ ４αρ ＋ ３ρ ＋

　 　 　 α ＋ １ ) ] ＋ …

２　 Ｓｏｍｅ Ｎｅｗ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

　 　 Ａ ｎｅｗ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｃａｎ ｂｅ ｅｖｏｌｖｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ａｎｄ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｔｈｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｌα

ｎ，ρ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｓｎ ｏｎ ｓｏｍｅ ｓｕｂｓｐａｃｅ ｏｆ
Ｃ［０， ¥） ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ Ｒα

ｎ，ρ ｅｘｉｓｔｓ， ｃａｎ ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｒα
ｎ， ρｆ( ) （ｘ）＝ Ｌαｎ， ρ 􀳱 Ｓｎ( ) ｆ( ) （ｘ）＝ Ｌαｎ， ρ Ｓｎｆ( ) （ｘ）＝

　 ∑
¥

ｊ ＝ １
ｌαｎ，ｊ（ｘ）∫

¥

０

ｎρ
Γ ｊρ( )

·ｅ －ｎρｙ· Ｓｎ ｆ( ) （ｙ）ｄｙ ＋

　 　 　 ｅ －ｎｘ２

２α＋１ Ｓｎ ｆ( ) ０( ) （６）

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ａ ｃｏｎｃｉｓｅ ｆｏｒｍ ｆｏｒ Ｒα
ｎ，ρ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ

ｂｙ

Ｒα
ｎ， ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｂρ，α
ｎ，ｋ（ｘ） ｆ

ｋ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｈｅｒｅ

ｂρ，α
ｎ，０（ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１

é

ë

ê
ê∑

¥

ｊ ＝ ０

１
２

ρ
ρ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ ｊ ＋ α
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

１

　 　 　 Ｆ１ － ｊ；α ＋ １；
－ ｎｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú

ａｎｄ ｆｏｒ ｋ ≥ １，

ｂρ，α
ｎ，ｋ（ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１·（ρ ＋ １ ） ｋ∑
¥

ｊ ＝ １

１
２ ｊ ·

ρ
１ ＋ ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊρ

·

　 　 　 ｊρ ＋ ｋ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ＋ ｊ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ Ｆ１ － ｊ；１ ＋ α；

－ ｎｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐｒｏｏｆ　 Ｅｑ．（６） ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ：

Ｒα
ｎ， ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１ ·∑
¥

ｊ ＝ １
( １
２ ｊ Ｌ

α
ｊ － ｎｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

　 ∫
¥

０

（ｎρ ）ｊρ·ｅ－ｎρｙ·ｙｊρ－１

Γ（ｊρ） ∑
¥

ｋ ＝０

ｅ－ｎｙ（ｎｙ ）ｋ

ｋ！
ｆ ｋ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｙ ) ＋

　 　 　 ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１ ·ｆ（０）

Ａｌｌ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｉｎｖｏｌｖｅｄ ｈｅｒｅ， ｕｎｄｅｒ ｓｕｍ ａｎｄ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ， ａｒｅ ｎｏｎ⁃ｎｅｇａｔｉｖｅ． Ｕｓｉｎｇ Ｔｏｎｅｌｌｉ􀆳ｓ
ｔｈｅｏｒｅｍ， ｗｅ ｃａｎ ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｆｏｒｍ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｒα
ｎ， ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１ ∑
¥

ｋ ＝ ０
（ ｎｋ

ｋ！
ｆ ｋ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 　 　 ∑
¥

ｊ ＝ １

（ｎρ ） ρ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ

· １
Γ（ ｊρ）

· α ＋ ｊ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
Ｆ１·

　 　 　 － ｊ；１ ＋ α； － ｎｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｉ ｊ，ρｎ，ｋ ）

ｗｈｅｒｅ

Ｉ ｊ， ρ
ｎ，ｋ ＝ ∫

¥

０

ｅ －ｎｙ（ρ＋１）·ｙ ｊρ＋ｋ－１ｄｙ ＝ Γ（ ｊρ ＋ ｋ）
（ｎ（ρ ＋ １） ） ｊρ＋ｋ

Ｔｈｕｓ

Ｒα
ｎ， ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０

ｅ －ｎｘ２

２α＋１·（１ ＋ ρ ） ｋ·

·４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 ｆ ｋ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

¥

ｊ ＝ １
２ －ｊ· ρ

ρ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊρ

· ｊρ ＋ ｋ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 α ＋ ｊ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ Ｆ１ － ｊ；α ＋ １； － ｎｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１ ·ｆ（０）

Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｃｏｎｃｉｓｅ ｆｏｒｍ ｆｏｒ Ｅｑ．（６） ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

Ｒα
ｎ，ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｂρ，α
ｎ，ｋ（ｘ） ｆ

ｋ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｈｅｒｅ

ｂρ，αｎ，０（ｘ）＝
ｅ－ｎｘ／ ２

２α＋１ [∑
¥

ｊ ＝０

１
２

ρ
ρ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ ｊ ＋ α
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ １·

　 　 　 Ｆ１ － ｊ；α ＋ １； － ｎｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ]

ａｎｄ ｆｏｒ ｋ ≥ １，

ｂρ，α
ｎ，ｋ（ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ ／ ２

２α＋１·（ρ ＋ １ ） ｋ∑
¥

ｊ ＝ １
２ －ｊ· ρ

１ ＋ ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊρ

·

　 　 　 ｊρ ＋ ｋ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ＋ ｊ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ Ｆ１ － ｊ；１ ＋ α； － ｎｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３　 Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｈｏｌｄｓ：
Ｒα

ｎ，ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝

　 　 　 ｅｘｐ － ｎｘ
ρ － ｅＡ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ

２ ρ － ｅＡ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　 　 　
ρ － ｅＡ ／ ｎ ＋ １( ) ρ

２ ρ － ｅＡ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

Ｐｒｏｏｆ　 Ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １， ｗｅ
ｏｂｔａｉｎ

Ｒα
ｎ，ρ ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ Ｌα

ｎ，ρ 􀳱 Ｓｎ( ) ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝
　 Ｌα

ｎ，ρ Ｓｎ ｅｘｐＡ( )( ) （ｘ） ＝ Ｌα
ｎ，ρ ｅｎｙ（ｅＡ ／ ｎ－１）( ) （ｘ） ＝

　 ｅｘｐ － ｎｘ
ｎρ － ｎ ｅＡ／ ｎ ＋ ｎ( ) ρ － （ｎρ ）ρ

２ ｎρ － ｎ ｅＡ／ ｎ ＋ ｎ( ) ρ － （ｎρ ）ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
ｎρ － ｎ ｅＡ ／ ｎ ＋ ｎ( ) ρ

２ ｎρ － ｎ ｅＡ ／ ｎ ＋ ｎ( ) ρ － （ｎρ ） ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

Ｓｉｍｐｌｉｆｙｉｎｇ ｆｕｒｔｈｅｒ， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １　 Ｆｏｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｂｉ，

ｉ ＝ ０，１，２，… ， ｗｅ ｈａｖｅ

Ｒα
ｎ，ρ∑

ｉ≥０
ｂｉ ｅｉ( ) （ｘ） ＝ ｂ０ ＋ ｂ１ ｘ ＋ １ ＋ α

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 ｂ２ [ ｘ２ ＋ ２ｘ
ｎ

α ＋ １
２ρ

＋ ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｎ２ρ
（α２ρ ＋ ５αρ ＋

　 　 　 ４ρ ＋ α ＋ １） ] ＋ …

Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ４　 Ｆｏｒ ｆ ∈ ＣＢＤ ℝ ＋( ) ，ｒ ≥ １，ｓ ∈ ℝ
ａｎｄ ｘ ∈ ［０，¥） ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｍｉｔｓ ｈｏｌｄ ｔｒｕｅ：

１） ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｒα
ｒｎ，ρ ｆ（ｎｙ）( )

ｘ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｒα

ｒ，ρ ｆ（ｙ）( ) （ｘ）

２） ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｒα
ｒ，ρ ｆ

ｙ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｎｘ） ＝ ｆ（ｘ）

Ｐｒｏｏｆ　 Ｕｓｉｎｇ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３， ｗｅ ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｒα
ｒｎ，ρ ｅｉｓｎｙ( )

ｘ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｅｘｐ － ｒｘ
ρ ＋ １ － ｅｉｓ ／ ｒ( ) ρ － （ρ ）ρ

２ ρ ＋ １ － ｅｉｓ ／ ｒ( ) ρ － （ρ ）ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
ρ ＋ １ － ｅｉｓ ／ ｒ( ) ρ

２ ρ ＋ １ － ｅｉｓ ／ ｒ( ) ρ － （ρ ）ρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

＝ Ｒα
ｒ，ρ ｅｉｓｙ( ) （ｘ）

Ｎｅｘｔ

ｌｉｍ
ｎ→¥

Ｒα
ｒ，ρ ｅ

ｉｓｙ
ｎ( ) （ｎｘ） ＝

　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｅｘｐ － ｒｎｘ
ρ － ｅｉｓ ／ ｎｒ ＋ １( ) ρ － ρρ

２ ρ － ｅｉｓ ／ ｎｒ ＋ １( ) ρ － ρρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
ρ － ｅｉｓ ／ ｎｒ ＋ １( ) ρ

２ ρ － ｅｉｓ ／ ｎｒ ＋ １( ) ρ － ρρ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１＋α

＝

　 　 　 ｅｉｓｘ ＝ Ｉｄ（ｅｉｓｙ，ｘ）
Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｏｆ Ｒｅｆ．［２０］ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

ｔｈｅｒｅｉｎ， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ５［ ２１ ］ 　 Ｌｅｔ ｆ ∈ Ｃ［０，¥） ， ａｎｄ ［ａ，ｂ］

ｉｓ ａ ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ［０，¥） ． Ｔｈｅｎ，
ｆｏｒ ｘ ∈ ［ａ，ｂ］ ａｎｄ ａｎｙ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｌｎ

ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｈａｖｅ
Ｌｎ ｆ( ) （ｘ） － ｆ（ｘ） ≤ ２ ω１ ｆ，δｎ（ｘ）( )

ｗｈｅｒｅ δｎ（ｘ） ＝ 　
Ｌｎ（ ｔ － ｘ ） ２( ) （ｘ） ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ
Ｌｎｆ( ) （ｘ） － ｆ（ｘ） ≤ Ｌｎ ｜ ｆ（ｔ） － ｆ（ｘ） ｜( ) （ｘ）≤

　 Ｌｎ １ ＋ （ ｔ － ｘ ） ２

δ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ω１（ ｆ，δ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｘ）

Ｃｈｏｏｓｉｎｇ δ ∶＝ δｎ（ｘ） ＝ 　
Ｌｎ（ ｔ － ｘ ） ２( ) （ｘ） ｏｎ

［ａ，ｂ］ ， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｒｅｓｕｌｔ．
Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｐｒｏｄｕｃｅ ｔｗｏ ｎｅｗ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ：

ＶＷＳ
ｎ，α， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｒｅａｔｅｄ ｂｙ ｃｏｍｐｏｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ

ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｗα
ｎ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｓｕｃｕ ｅｔ ａｌ．［ ４ ］ ａｎｄ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ

Ｅｑ．（４） ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ Ｓｎ ； ａｎｄ ＶＳＷ
ｎ，α， ｗｈｉｃｈ

ｉｓ ｃｒｅａｔｅｄ ｂｙ ｃｏｍｐｏｓｉｎｇ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｓｎ

ｗｉｔｈ Ｗα
ｎ ， ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ Ｃ［０，¥） ｆｏｒ

ｗｈｉｃｈ ＶＷＳ
ｎ，α ａｎｄ ＶＳＷ

ｎ，α ｅｘｉｓｔ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
１） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ＶＷＳ

ｎ，α ｈａｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｓｕｃｃｉｎｃｔ ｆｏｒｍ：

ＶＷＳ
ｎ，α ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｗｓαｎ，ｋ（ｘ）·ｆ ｋ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｈｅｒｅ

ｗｓαｎ，ｋ（ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ２

２α＋１·ｋ！ ∑
¥

ｊ ＝ ０

ｊｋ

（２ｅ） ｊ·Ｌα
ｊ － ｎｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２） Ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ＶＳＷ
ｎ，α ｈａｓ ｔｈｅ ｓｕｃｃｉｎｃｔ

ｆｏｒｍ ｇｉｖｅｎ ｂｙ：
·５·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ＶＳＷ
ｎ，α ｆ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｓｗα

ｎ，ｋ（ｘ）·ｆ ｋ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｗｈｅｒｅ

ｓｗα
ｎ，ｋ（ｘ） ＝ ｅ －ｎｘ

２α＋ｋ＋１∑
¥

ｊ ＝ ０

ｎ２ ｘ２ ｅ －１( )
ｊ
２

ｊ！
·Ｌα

ｋ － ｊ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｌｅｍｍａ ３　 Ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ⁃ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ
ＶＷＳ

ｎ，α ａｎｄ ＶＳＷ
ｎ，α ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ：

１） ＶＷＳ
ｎ，α ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ １

２ｅ － ｅｅ
Ａ
ｎ( ) １＋α

·

　 　 　 　 ｅｘｐ １ ＋ α － ｎｘ ｅ － ｅｅ
Ａ
ｎ( )

２ｅ － ｅｅ
Ａ
ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２） ＶＳＷ
ｎ，α ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ １

（２ － ｅ
Ａ
ｎ ） １＋α

·

　 　 　 　 ｅｘｐ ｎｘ ｅｘｐ
ｅ

Ａ
ｎ － １

２ － ｅ
Ａ
ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｐｒｏｏｆ　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ

ＶＷＳ
ｎ，α ｅｘｐＡ( ) （ｘ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０
ｌαｎ，ｋ（ｘ）·ｅｋ（ｅ

Ａ
ｎ －１） ＝

　 　 　 　 Ｗα
ｎ ｅｎｙ（ｅ

Ａ
ｎ －１）( ) （ｘ）

Ｕｓｉｎｇ Ｒｅｍａｒｋ ２， ｗｅ ａｃｈｉｅｖｅ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｒｅｓｕｌｔ．
Ｓｉｍｉｌａｒｙ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｏｕｔｃｏｍｅ．

Ｌｅｍｍａ ４　 Ｆｏｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｃｉ，ｉ ＝ ０，１，２，
…，ｃｉ ≠ ０， ｗｅ ｈａｖｅ

ＶＷＳ
ｎ，α∑

ｉ≥０
ｃｉ ｅｉ( ) （ｘ） ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ ｘ ＋ １ ＋ α

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 ｃ２ ｘ２ ＋ ２ｘ（α ＋ ３）
ｎ

＋ α２ ＋ ５α ＋ ４
ｎ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ …

ａｎｄ

ＶＳＷ
ｎ，α∑

ｉ≥０
ｃｉ ｅｉ( ) （ｘ） ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ ｘ ＋ １ ＋ α

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 ｃ２ ｘ２ ＋ ２ｘ（α ＋ ３）
ｎ

＋ α２ ＋ ４α ＋ ３
ｎ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ …

Ｐｒｏｏｆ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ３．
Ｗｅ ｓｋｉｐ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ６　 Ｆｏｒ ｆ ∈ Ｋ ⊂ ＣＢＤ ℝ ＋( ) ， ｗｈｅｒｅ Ｋ
ｉｎｃｌｕｄｅｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ＶＷＳ

ｎ，α ａｎｄ ＶＳＷ
ｎ，α ｂｏｔｈ ｅｘｉｓｔ． Ｉｆ

ｆ″ ｅｘｉｓｔｓ ａｔ ｓｏｍｅ ｐｏｉｎｔ ｘ ∈ ℝ ＋ ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ
ｌｉｍ
ｎ→¥

ｎ ＶＷＳ
ｎ，α ｆ( ) （ｘ） － ｆ（ｘ）[ ] ＝

　 ｌｉｍ
ｎ→¥

ｎ ＶＳＷ
ｎ，α ｆ( ) （ｘ） － ｆ（ｘ）[ ] ＝

　 （１ ＋ α） ｆ′（ｘ） ＋ ２ｘ ｆ″（ｘ）
Ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ４ ｗｉｔｈ Ｔａｙｌｏｒ􀆳ｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｆ

ｇｅｎｅｒａｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ． Ｗｅ ｏｍｉｔ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ７　 Ｆｏｒ ｆ ∈ ＣＢＤ ℝ ＋( ) ａｎｄ ｘ ∈ ℝ ＋ ，

ｗｅ ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ρ→¥

Ｒα
ｎ，ρ ｆ( ) （ｘ） ＝ ＶＷＳ

ｎ，α ｆ( ) （ｘ）
Ｐｒｏｏｆ　 Ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ Ｌｅｍｍａ ３， ｗｅ

ｇｅｔ
ｌｉｍ
ρ→¥

Ｒα
ｎ，ρ ｅｉｓｙ( ) （ｘ） ＝

　 ｌｉｍ
ρ→¥

ｅｘｐ － ｎｘ
ρ － ｅｉｓ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ

２ ρ － ｅｉｓ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　
ρ － ｅｉｓ ／ ｎ ＋ １( ) ρ

２ ρ － ｅｉｓ ／ ｎ ＋ １( ) ρ － ρρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１＋α

＝ １
２ｅ － ｅｉｓ ／ ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α＋１

·

　 ｅｘｐ １ ＋ α － ｎｘ ｅ － ｅｅｉｓ ／ ｎ( )

２ｅ － ｅｅｉｓ ／ ｎ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ ＶＷＳ
ｎ，α ｅｉｓｙ( ) （ｘ）

Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｏｆ Ｒｅｆ． ［２０］， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ．

Ｒｅｍａｒｋ ３ 　 Ｔｈｅ ｕｓｅ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ３， Ｌｅｍｍａ ４
ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｍ ６ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ： ｔｈｅ
ｔｗｏ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ＶＷＳ

ｎ，α ａｎｄ ＶＳＷ
ｎ，α， ａｒｅ ｎｏｔ ｅｑｕａｌ ｏｎ ｓｏｍｅ

ｓｕｂｓｐａｃｅ ｏｆ Ｃ［０， ¥） ｗｈｅｒｅ ｂｏｔｈ ｅｘｉｓｔ； ｒａｔｈｅｒ， ｔｈｅｙ
ａｒｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ｎａｍｅｌｙ， ｍｏｄｉｆｉｅｄ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｗα

ｎ ａｎｄ Ｓｚáｓｚ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｓｎ ， ｂｕｔ ｉｎ ａ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｏｒｄｅｒ． Ｔｈｅｙ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｆｏｒｍｕｌａ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｅｒｒｏｒｓ

　 　 Ｗｅ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ，
ｎａｍｅｌｙ Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ Ｌα

ｎ，ρ ， ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｚáｓｚ
ｗｉｔｈ Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｍα

ｎ，ρ， ａｎｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｗｉｔｈ
Ｓｚáｓｚ Ｒα

ｎ，ρ ， ａｎｄ ｉｎｔｅｒｐｒｅｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅｌｙ ｉｎ
ｖｉｅｗ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ ５． Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ δαｎ，ρ（ｘ） ｔｏ ｂｅ ｔｈｅ
ｓｑｕａｒｅ ｒｏｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｃｅｎｔｒａｌ ｍｏｍｅｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ．

Ｆｒｏｍ Ｔａｂｌｅｓ １ － ３， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｌα

ｎ，ρ，Ｍα
ｎ，ρ ａｎｄ Ｒα

ｎ，ρ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ ｓｏｍｅ
ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｃ［０，¥） ， ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ｆｏｒ ｘ ∈ ［０，５］ ⊂
［０，¥） ｒｅｄｕｃｅｓ ｗｈｅｎ ｅｉｔｈｅｒ ｎ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ， ρ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｏｒ
α ｉｎｃｒｅａｓｅｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｂｙ ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｌｕｅｓ
ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ａｂｏｖｅ⁃ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ｗｅ ｍａｙ
ｉｎｆｅｒ ｔｈａｔ ｉｎ ｓｏｍｅ ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ
［０， ¥） ， ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｂｅｔｔｅｒ （ ｏｒ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｉｓ
ｓｍａｌｌｅｒ） ｆｏｒ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｌα

ｎ，ρ ，
ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｓｚáｓｚ ｗｉｔｈ Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｍα

ｎ，ρ ａｎｄ， ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｗｉｔｈ
Ｓｚáｓｚ Ｒα

ｎ，ρ ． Ｓｉｍｉｌａｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｍａｄｅ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ ｃｏｎｔｒａｃｔｅｄ ｏｒ ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｏｆ ［０，¥） ａｎｄ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｏｔｈｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
ｎ，ρ ａｎｄ α ．

·６·
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　 　 Ｒｅｍａｒｋ ４　 Ｕｓｉｎｇ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １， Ｌｅｍｍａ ２， ａｎｄ
ｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｍａｄｅ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３， ａ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｃａｎ
ｂｅ ｄｒａｗｎ ｔｈａｔ ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｍα

ｎ，ρ

ａｎｄ Ｒα
ｎ，ρ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ， ｅｖｅｎ

ｔｈｏｕｇｈ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ
ｗｉｔｈ Ｓｚáｓｚ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ．

Ｔａｂｌｅ １　 Ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ δ α
ｎ，ρ（ｘ） ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ｆｏｒ Ｌα

ｎ，ρ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ［０，５］

ｎ
ρ

１ ２ ５ １０ ２０ ５０
α

１ ４．８９８９８ ４．５８２５８ ４．３８１７８ ４．３１２７７ ４．２７７８５ ４．２５６７６ ０

５ ２．０９７６２ １．９６４６９ １．８８０４３ １．８５１４９ １．８３６８５ １．８２８００ １
１０ １．４７６４８ １．３８３８４ １．３２５１４ １．３０４９９ １．２９４８０ １．２８８６４ ２
１００ ０．４５３２１ ０．４２４３８ ０．４０６１０ ０．３９９８３ ０．３９６６５ ０．３９４７３ ５
５００ ０．２０１５３ ０．１８８６６ ０．１８０５０ ０．１７７７０ ０．１７６２８ ０．１７５４２ １０
１０００ ０．１４３１９ ０．１３４１４ ０．１２８４０ ０．１２６４３ ０．１２５４４ ０．１２４８３ ２０

Ｔａｂｌｅ ２　 Ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ δ α
ｎ，ρ（ｘ） ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ｆｏｒ Ｍα

ｎ，ρ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ［０，５］

ｎ
ρ

１ ２ ５ １０ ２０ ５０
α

１ ５．３８５１６ ５．０９９０２ ４．９１９３５ ４．８５７９８ ４．８２７０１ ４．８０８３３ ０

５ ２．３２３７９ ２．２０４５４ ２．１２９７９ ２．１０４２８ ２．０９１４１ ２．０８３６５ １
１０ １．６３７０７ １．５５４０３ １．５０２００ １．４８４２５ １．４７５３０ １．４６９９０ ２
１００ ０．５０５３７ ０．４７９６９ ０．４６３６０ ０．４５８１１ ０．４５５３４ ０．４５３６７ ５
５００ ０．２２４９８ ０．２１３５３ ０．２０６３５ ０．２０３９０ ０．２０２６７ ０．２０１９２ １０
１０００ ０．１５９７０ ０．１５１６４ ０．１４６５９ ０．１４４８６ ０．１４３９９ ０．１４３４７ ２０

Ｔａｂｌｅ ３　 Ａｎ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ δ α
ｎ，ρ（ｘ） ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ｆｏｒ Ｒα

ｎ，ρ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ［０，５］

ｎ
ρ

１ ２ ５ １０ ２０ ５０
α

１ ５．４７７２３ ５．１９６１５ ５．０１９９６ ４．９５９８４ ４．９２９５０ ４．９１１２１ ０
５ ２．３４０９４ ２．２２２６１ ２．１４８４９ ２．１２３２１ ２．１１０４５ ２．１０２７６ １
１０ １．６４６２１ １．５６３６５ １．５１１９５ １．４９４３２ １．４８５４３ １．４８００７ ２
１００ ０．５０５９６ ０．４８０３１ ０．４６４２４ ０．４５８７６ ０．４５５９９ ０．４５４３３ ５
５００ ０．２２５０８ ０．２１３６３ ０．２０６４６ ０．２０４０１ ０．２０２７８ ０．２０２０３ １０
１０００ ０．１５９７７ ０．１５１７１ ０．１４６６６ ０．１４４９４ ０．１４４０７ ０．１４３５４ ２０

４　 Ｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ Ｂｅｔｗｅｅｎ Ｏｐｅｒａｔｏｒｓ

　 　 Ｆｒｏｍ Ｆｉｇｓ．１－７， ｗｅ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ ．

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ （Ｌ０
ｎ，１ ｆ）（ｘ） ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ－ｘ

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ （Ｍ２
ｎ，１ ｆ）（ｘ） ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ－ｘ

　 　 Ｆｉｇｓ．１－５ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ
Ｌα
ｎ，ρ， Ｍα

ｎ，ρ， Ｒα
ｎ，ρ， ＶＷＳ

ｎ，α， ａｎｄ ＶＳＷ
ｎ，α， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ， ｆｏｒ ａ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ａｎｄ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ） ＝
·７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｘ·ｅ －ｘ ． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｖａｌｕｅｓ
ｏｆ ρ ＞ ０ ａｎｄ α ＞ － １， ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｎ
ｅｎｈａｎｃｅｓ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｔｏ ｔｈｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｆｉｇｓ． ６ ａｎｄ ７ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ａｌｌ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｎ ＝ １０ ａｎｄ ５０．
Ｗｅ ｍａｙ ｉｎｆｅｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｌα

ｎ，ρ

ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｔｈｅ ｂｅｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ． Ｌα
ｎ，ρ ｉｓ ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ ＶＳＷ

ｎ，α，
ＶＷＳ

ｎ，α，Ｍα
ｎ，ρ ａｎｄ ｆｉｎａｌｌｙ Ｒα

ｎ，ρ ． Ｓｉｍｉｌａｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ
ｍａｄｅ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｏｔｈｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ
ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ρ ａｎｄ α ．

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ （Ｒ３
ｎ，１ ｆ）（ｘ） ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ （ＶＷＳ
ｎ，０ ｆ）（ｘ） ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ （ＶＳＷ
ｎ，１ ｆ）（ｘ） ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ ｆｏｒ ｎ ＝ １０

Ｆｉｇ．７　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ ｆｏｒ ｎ ＝ ５０

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ｗｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ｗｉｔｈ ａ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ
ｆｏｃｕｓ ｏｎ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｗｅ ｆｕｒｔｈｅｒ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｎｅｗ ｆａｍｉｌｉｅｓ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ， Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃
Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ， ａｎｄ Ｓｚáｓｚ⁃Ｍｉｒａｋｙａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｇｒａｐｈｉｃａｌ
ａｎａｌｙｓｅｓ ｕｓｉｎｇ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｂｅｈａｖｉｏｒ．

Ｆｒｏｍ Ｔａｂｌｅｓ １－３， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ｌα

ｎ，ρ，Ｍα
ｎ，ρ ａｎｄ Ｒα

ｎ，ρ ， ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ａｓ ｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｎ，ρ ｏｒ α ｉｎｃｒｅａｓｅ． Ａｍｏｎｇ ｔｈｅｓｅ， ｔｈｅ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｌα

ｎ，ρ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｐｒｏｖｉｄｅｓ
ｂｅｔｔｅｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｓｚáｓｚ⁃Ｌａｇｕｅｒｒｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｍα

ｎ，ρ ａｎｄ， ｌａｓｔｌｙ， ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｓｚáｓｚ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｒα

ｎ，ρ ｉｎ ｓｏｍｅ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ［０，¥）．
Ｔｈｅ ｇｒａｐｈｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｓ ｔｈｅｓｅ

ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ） ＝ ｘ·ｅ －ｘ ， ａｌｌ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｐｒｏｖｉｄｅ ｇｏｏｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｓ ｎ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ， ｂｕｔ

·８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔｎａｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ
ｓｔｒｏｎｇｅｓｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｇｒａｐｈｓ
ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ ｏｆ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ： Ｌα

ｎ，ρ

ｅｘｈｉｂｉｔｅｓ ｔｈｅ ｂｅｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ ＶＳＷ
ｎ，α，ＶＷＳ

ｎ，α，
Ｍα

ｎ，ρ ， ａｎｄ ｆｉｎａｌｌｙ Ｒα
ｎ，ρ ． Ｏｖｅｒａｌｌ， ｏｕｒ ｆｉｎｄｉｎｇｓ ｈｉｇｈｌｉｇｈｔ

ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃Ｐ􀅢ｌｔ􀅢ｎｅａ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｓｔ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｎｏｔ
ｏｎｌｙ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂｕｔ ａｌｓｏ
ｓｕｇｇｅｓｔ ｎｅｗ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｔｕｄｙ ｏｆ Ｌａｇｕｅｒｒｅ⁃
ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒｅｇｉｍｅｓ ａｎｄ ｆｏｒ ｂｒｏａｄｅｒ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．
Ş

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
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ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｃｅｎｔｒａｌ
ｖｏｒｔｅｘ ｓｔａｔｅｓ ｉｎ Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ ｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００８， ２２７（２３）： ９７７８－９７９３．ＤＯＩ：
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［２］Ｗｉｋｉｐｅｄｉａ． Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｗｉｋｉｐｅｄｉａ， Ｔｈｅ Ｆｒｅｅ
Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ｅｎ． ｗｉｋｉｐｅｄｉａ． ｏｒｇ ／ ｗｉｋｉ ／ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ＿
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

［３］Ｇｉｌ Ａ， Ｓｅｇｕｒａ Ｊ， Ｔｅｍｍｅ Ｎ Ｍ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ
Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０１７， ２１０： １２４－１３１． ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｃｐｃ．２０１６．０９．００２．

［４］Ｓｕｃｕ Ｓ， ｉçöｚ， Ｇ， Ｖａｒｍａ Ｓ． Ｏｎ ｓｏｍｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ Ｓｚáｓｚ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ Ｂｏａｓ⁃Ｂｕｃｋ⁃ｔｙｐｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ａｂｓｔｒａｃｔ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１２， ２０１２： １－１５． ＤＯＩ：１０．１１５５ ／
２０１２ ／ ６８０３４０．

［５］ Ｇｕｐｔａ Ｖ． Ｎｅｗ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．
Ｒｅｖｉｓｔａ ｄｅ ｌａ Ｒｅａｌ Ａｃａｄｅｍｉａ ｄｅ Ｃｉｅｎｃｉａｓ Ｅｘａｃｔａｓ， Ｆíｓｉｃａｓ ｙ
Ｎａｔｕｒａｌｅｓ． Ｓｅｒｉｅ Ａ． Ｍａｔｅｍáｔｉｃａｓ， ２０２４， １１８：１９． ＤＯＩ：１０．
１００７ ／ ｓ１３３９８－０２３－０１５２１－８．

［６］Ａｇｒａｗａｌ Ｐ Ｎ， Ｉｓｐｉｒ Ｎ， Ｋａｊｌａ Ａ． Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ｏｆ Ｂｅｚｉｅｒ⁃ｓｕｍｍａｔｉｏｎ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｐｏｌｙａ⁃
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１５， ２５９： ５３３－５３９． ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ． ａｍｃ．
２０１５．０３．０１４．

［７］Ａｇｒａｗａｌ Ｐ Ｎ， Ｇｕｐｔａ Ｖ， Ｋｕｍａｒ Ａ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｂａｓｋａｋｏｖ⁃Ｓｚáｓｚ ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１４， ２３６： ３１１－３２４． ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ． ａｍｃ．
２０１４．０３．０８４．

［８］Ａｎｊａｌｉ， Ｇｕｐｔａ Ｖ． Ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｉｎｄｉａ， Ｓｅｃｔｉｏｎ Ａ： Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２３， ９３：
２３３－２４２． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ４００１０－０２２－００８０４－ｗ．

［９］Ｇｕｐｔａ Ｖ， Ａｎｊａｌｉ． Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ ｖａｒｉａｎｔ ｏｆ Ｓｔａｎｃｕ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ．
Ｆｉｌｏｍａｔ， ２０２２， ３６ （ １５）： ５１０７ － ５１１７． ＤＯＩ： １０． ２２９８ ／

ＦＩＬ２２１５１０７Ｇ．
［１０］Ｇｕｐｔａ Ｖ， Ａｎｊａｌｉ． Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ ａ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｅｔｔｉｎｇ．

Ｒｏｃｋｙ Ｍｏｕｎｔａｉｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２５， ５５（３）：
７１１－７２４． ＤＯＩ：１０．１２１６ ／ ｒｍｊ．２０２５．５５．７１１．

［１１］Ｇｕｐｔａ Ｖ， Ａｎｊａｌｉ． Ｎｅｗ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ
ｗｉｔｈ ａ２ ＋ ｘ２： ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｐｏｓｔ⁃Ｗｉｄｄｅｒ ａｎｄ Ｉｓｍａｉｌ－
ｍａｙ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０２４， ４４：ａｒｔｉｃｌｅ ｎｕｍｂｅｒ ４７．

［１２］Ｇｕｐｔａ Ｖ，Ｌｕｐａ Ａ． Ｄｉｒｅｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｍｉｘｅｄ Ｂｅｔａ⁃Ｓｚáｓｚ
ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｇｅｎｅｒａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００５， １３（２）： ８３－
９４．

［１３］Ｋｕｍａｒ Ｋ， Ｄｅｏ Ｎ， Ｖｅｒｍａ Ｄ Ｋ． Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｂｙ ａ ｎｅｗ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０２４： ａｒＸｉｖ： ２４０５．
０７２２８． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ｄｏｉ．ｏｒｇ ／ １０．４８５５０ ／ ａｒＸｉｖ．２４０５．０７２２８．

［１４］Ｐǎｌｔǎｎｅａ Ｒ． Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｓｚáｓｚ Ｍｉｒａｋｊａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｆｏｒｍ． Ｃａｒｐａｔｈｉａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００８， ２４（３）：
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ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
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