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ｓｏｌｖｉｎｇ Ｒｉｅｓｚ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＳＦＤＥｓ．
Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｉｎｖｅｒｓｅ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｏｆ Ｒ．
Ｃｈａｎ􀆳ｓ［２１］ ｃｉｒｃｕｌａｎｔ ｍａｔｒｉｘ， Ｔａｎｇ ｅｔ ａｌ．［２２］ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ
ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ＳＦＤＥｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ． Ｔｈｅ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ
ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ ｔｈｅ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｈａｓ
ｅｍｅｒｇｅｄ ａｓ ａ ｐｒｏｍｉｓｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ＳＦＤＥｓ［ ２３－２５ ］ ．

Ｗｈｅｎ ｉｔ ｃｏｍｅｓ ｔｏ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ
ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ， ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ
ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ， ｐｒｏｖｅｓ ｔｏ ｂｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｙ
ｅｘｐｅｎｓｉｖｅ． Ｂｙ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｒｔｉａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ， Ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ Ｉｍｐｌｉｃｉｔ （ＡＤＩ） ａｎｄ
Ｌｏｃａｌｌｙ Ｏｎｅ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ （ ＬＯＤ） ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆｆｅｒ ａ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ［２６－３０］ ． Ｒｅｃｅｎｔｌｙ， Ｔａｎｇ ｅｔ ａｌ．［３１］

ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｈｅ ＡＤＩ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅ ｔｈｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎｔｏ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ，
ｗｈｉｃｈ ｙｉｅｌｄｅｄ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ａｃｃｕｒａｃｙ ｉｎ ｓｐａｃｅ． Ｔｈｅｙ ｔｈｅｎ
ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｈｅ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍｉｎｉｕｍ Ｒｅｓｉｄｕａｌ
（ ＧＭＲＥＳ ） ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ Ｌａｒｇｅ
Ｌａｎｇｕａｇｅ Ｍｏｄｅｌ⁃Ａｕｇｍｅｎｔｅｄ Ｓｅｍａｎｔｉｃ Ｄｉｇｉｔａｌ Ｔｗｉｎｓ
（ＬＳＤＴｓ） τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅｓｅ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ．
Ｃｈｅｎ ｅｔ ａｌ．［３２］ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ａ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ＬＯＤ
ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＲＳＦＤＥｓ．
Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ Ｂａｃｋｗａｒｄ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ Ｆｏｒｍｕｌａ
（ＢＤＦ） ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｍｐａｃｔ
ｏｐｅｒａｔｏｒ， Ｈｕ ａｎｄ Ｃａｏ［３３］ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ａ ｈｉｇｈ⁃ａｃｃｕｒａｃｙ
ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ２Ｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＲＳＦＤＥｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｈｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｎｏｔ ａｄｄｒｅｓｓｅｄ．
Ｔｈｅ ｓｃａｒｃｉｔｙ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ＡＤＩ ａｎｄ ＬＯＤ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＲＳＦＤＥｓ
ｈａｓ ｍｏｔｉｖａｔｅｄ ｏｕｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎ ｔｈｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ｗｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ２Ｄ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＲＳＦＤＥｓ：

∂ｕ
∂ｔ

＝ Ｋβ
∂βｕ

∂ ｜ ｘ ｜ β
＋ Ｋγ

∂γｕ
∂ ｜ ｙ ｜ γ

＋ ｆ（ｕ） ＋ ｐ，

　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω，ｔ ∈ （０，Ｔ］
ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ φ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ） ∈ Ω
ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω，ｔ ∈ （０，Ｔ］

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

ｗｈｅｒｅ ｐ ａｎｄ φ ａｒｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍｏｏｔｈ ｉｎ ｔｈｅｉｒ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅ ｄｏｍａｉｎｓ． β，γ ∈ （１，２） ａｎｄ Ω ＝ （０，Ｌ１） ×
（０，Ｌ２） ， Ｌ１，Ｌ２ ａｎｄ Ｔ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ． Ｋβ，Ｋγ ＞
０， ｆ（ｕ） ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ∂βｕ
∂ ｜ ｘ ｜ β ａｎｄ ∂γｕ

∂ ｜ ｙ ｜ γ

ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ Ｒｉｅｓｚ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ［２３， ２５］ ．
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ ａｎｄ

ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ２Ｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｂｌｅｍ （ １ ） ． Ｂｏｔｈ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｓｃｈｅｍｅｓ ｅｍｐｌｏｙ ｔｈｅ
Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ
ａ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［１８］ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｒｉｅｓｚ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ， ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍｓ． Ｂｏｔｈ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｒｅ ｐｒｏｖｅｎ ｔｏ ａｃｈｉｅｖｅ
ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｅｍｐｏｒａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｐａｔｉａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ， ａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｒｒｏｒ
ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｔｈｅ
ＡＤＩ ａｎｄ ＬＯＤ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅ
ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎｔｏ ａ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ
Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｐｏｓｉｔｉｖｅ Ｄｅｆｉｎｉｔｅ （ＳＰＤ） Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ｓｙｓｔｅｍｓ，
ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｓｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｃａｎ ｂｅ ｕｔｉｌｉｚｅｄ ｔｏ
ｍｉｔｉｇａｔｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅｓｅ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ ｉｓ ａｃｈｉｅｖｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ τ⁃ｍａｔｒｉｘ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｃｏｎｆｉｒｍｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｍａｔｒｉｘ ｅｘｈｉｂｉｔｓ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｔｉｇｈｔｌｙ ｃｌｕｓｔｅｒｅｄ ａｒｏｕｎｄ ｕｎｉｔｙ， ｗｈｉｌｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｕｂｓｔａｎｔｉａｔｅ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ τ⁃
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ􀆳ｓ ｒｅｍａｒｋａｂｌｅ ｅｆｆｉｃａｃｙ ｉｎ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ． Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １，
ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ＡＤＩ ａｎｄ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｒｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＲＳＦＤＥｓ． Ｔｈｅ ＰＣＧ
ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｓｅｃｔｉｏｎ ２ ｔｏ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ． Ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３，
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｆａｓｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ． Ａ ｓｕｍｍａｒｙ ｏｆ ｋｅｙ ｆｉｎｄｉｎｇｓ ｉｓ ｏｆｆｅｒｅｄ
ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４．

１　 Ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｃｈｅｍｅ

１．１　 Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｃｈｅｍｅ
　 　 Ｔａｋｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓＭ１，Ｍ２ ａｎｄ Ｎ ． Ｄｅｎｏｔｅ Δｘ ＝
Ｌ１ ／ （Ｍ１ ＋ １），Δｙ ＝ Ｌ２ ／ （Ｍ２ ＋ １） ａｎｄ Δｔ ＝ Ｔ ／ Ｎ， Ｌｅｔ
［［ｋ０，ｋ１］］ ＝ ｛ｋ ｜ ｋ０ ≤ ｋ ≤ ｋ１， ａｎｄ ｋ ∈ ℕ ｝，ｘｉ ＝

·２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｉΔｘ（ ｉ ∈ ［［０，Ｍ１ ＋ １］］），ｙ ｊ ＝ ｉΔｙ（ ｊ ∈ ［［０，Ｍ２ ＋

１］］），ｔｋ ＝ ｋΔｔ（ｋ ∈ ［［０，Ｎ］］），Ω
－

ｈ｛（ｘｉ，ｙｉ） ｜ ｉ ∈

［［０，Ｍ１ ＋ １］］，ｊ ∈ ［［０，Ｍ２ ＋ １］］｝，Ωｈ ＝ Ω
－

ｈ ∩ Ω，

∂Ωｈ ＝ Ω
－

ｈ ∩ ∂Ω，ω ＝ ｛（ ｉ，ｊ） ∣（ｘｉ，ｙ ｊ） ∈ Ωｈ｝，∂ω ＝
｛（ｉ，ｊ）∣（ｘｉ，ｙｊ）∈∂Ωｈ｝，ω

－ ＝ ω∪∂ω，ΩΔｔ ＝ ｛ｔｋ ∣０≤
ｋ ≤ Ｎ｝，Ｖｈ ＝ ｛ｕ ∣ ｕ ＝ ｛ｕｉ，ｊ ∣（ ｉ，ｊ） ∈ ω－ ｝｝ ．

Ｇｉｖｅｎ ａｎｙ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｕ ∈ Ｖｈ ， ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ

ｕｋ＋ １
２

ｉ，ｊ ＝ １
２
（ｕｋ＋１

ｉ，ｊ ＋ ｕｋ
ｉ，ｊ），δｔｕｋ＋ １

２
ｉ，ｊ ＝ １

Δｔ
（ｕｋ＋１

ｉ，ｊ － ｕｋ
ｉ，ｊ）

　 β
ｘｕｉ，ｊ ＝

ｄβ
２ｕｉ －１，ｊ ＋ （１ － ２ｄβ

２）ｕｉ，ｊ ＋ ｄβ
２ｕｉ ＋１，ｊ，

　 ｉ ∈ ［［１，Ｍ１］］，ｊ ∈ ［［０，Ｍ２ ＋ １］］
ｕｉ，ｊ，ｉ ＝ ０， Ｍ１ ＋ １，ｊ ∈ ［［０，Ｍ２ ＋ １］］

ì

î

í

ïï

ïï

　 γ
ｙ ｕｉ，ｊ ＝

ｄγ
２ｕｉ，ｊ －１ ＋ （１ － ２ｄγ

２）ｕｉ，ｊ ＋ ｄγ
２ｕｉ，ｊ ＋１，

　 ｊ ∈ ［［１，Ｍ２］］，ｉ ∈ ［［０，Ｍ１ ＋ １］］
ｕｉ，ｊ，ｊ ＝ ０， Ｍ２ ＋ １，　 ｉ ∈ ［［０，Ｍ１ ＋ １］］

ì

î

í

ïï

ïï

ｗｈｅｒｅ

ｄβ
２ ＝ － β２ ＋ β ＋ ４

２４
∈ １

１２
， １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄγ
２ ＝ － γ２ ＋ γ ＋ ４

２４
∈ １

１２
， １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄｅｆｉｎｅ
Ｕｎ

ｉ，ｊ ＝ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ），ｐｎ
ｉ，ｊ ＝ ｐ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）

ｐｎ＋
１
２

ｉ，ｊ ＝ １
２
（ｐｎ＋１ｉ，ｊ ＋ ｐｎｉ，ｊ），（ｉ，ｊ） ∈ω－，ｎ ∈［［０，Ｎ － １］］

　 　 Ｌｅｔ

ｗ^（α）
０ ＝ α２ ＋ ３α ＋ ２

１２
ｇ（α）

０

ｗ^（α）
１ ＝ α２ ＋ ３α ＋ ２

１２
ｇ（α）

１ ＋ ４ － α２

６
ｇ（α）

０

ｗ^（α）
ｋ ＝ α２ ＋ ３α ＋ ２

１２
ｇ（α）
ｋ ＋ ４ － α２

６
ｇ（α）
ｋ－１ ＋

　 α２ － ３α ＋ ２
１２

ｇ（α）
ｋ－２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

ｗｈｅｒｅ ｋ ≥ ２， ｇ（α）
ｋ ＝ （ － １） ｋ α

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

Ｌｅｍｍａ １［１８］ 　 Ａｓｓｕｍｉｎｇ α ∈ （１，２） ， ｔｈｅ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗ^（α）

ｋ ｓａｔｉｓｆｙ
ｗ^（α）

０ ＞ ０，ｗ^（α）
１ ≤ ０，ｗ^（α）

ｋ ≥ ０，ｋ ≥ ３

∑
¥

ｋ ＝ ０
ｗ^（α）

ｋ ＝ ０，∑
ｍ

ｋ ＝ ０
ｗ^（α）

ｋ ≤ ０，ｍ ≥ ２

ｗ^（α）
０ ＋ ｗ^（α）

２ ≥ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

Ｌｅｔ

Ｗβ
ｘｕ ＝ ∂βｕ

∂ ｜ ｘ ｜ β， Ｗγ
ｙ ｕ ＝ ∂γｕ

∂ ｜ ｙ ｜ γ

Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ：

δβｘｕｎ
ｉ，ｊ ＝ －

１
２ｃｏｓ（βπ ／ ２）

Δｘ －β·

　 　 　 ∑
ｉ ＋１

ｋ ＝ ０
ｗ^（β）

ｋ ｕｎ
ｉ－ｋ＋１，ｊ ＋ ∑

Ｍ１－ｉ＋２

ｋ ＝ ０
ｗ^（β）

ｋ ｕｎ
ｉ＋ｋ＋１，ｊ( )

δγｙ ｕｎ
ｉ，ｊ ＝ －

１
２ｃｏｓ（γπ ／ ２）

Δｙ －γ·

　 　 　 ∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ ０
ｗ^（γ）

ｋ ｕｎ
ｉ，ｊ －ｋ＋１ ＋ ∑

Ｍ２－ｊ＋２

ｋ ＝ ０
ｗ^（γ）

ｋ ｕｎ
ｉ，ｊ ＋ｋ＋１( )

Ｌｅｍｍａ ２［３４ ］ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｕ（ｘ，ｙ，·） ∈ Ｃ３［０，Ｔ］ ，
ｗｅ ｈａｖｅ

１
２

∂ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ＋１）
∂ｔ

＋
∂ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ δｔＵｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋Ｏ（Δｔ２）

　 　 Ｄｅｎｏｔｅ
ℓ４＋α（ℝ ） ＝ ｛ ｆ ｜ ｆ ∈ Ｌ１（ℝ ），

　 　 　 ∫¥

－¥

１ ＋｜ ｋ ｜( ) ４＋α Ｆ（ｋ） ｄｋ ＜ ¥｝， α ＝ β，γ

ｗｈｅｒｅ Ｆ（ｋ） ｉｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆ（ ｔ） ．

Ｌｅｍｍａ ３［１８］ 　 Ｌｅｔ ｕ（·，ｙ，ｔ） ∈ ℓ４＋β（ℝ ） ， ａｎｄ
ｕ（ｘ，·，ｔ） ∈ ℓ４＋γ（ℝ ） ， ｗｅ ｈａｖｅ

　 　
β
ｘＷβ

ｘｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） ＝ δβｘＵｎ
ｉ，ｊ ＋ Ｏ（Δｘ４）

γ
ｙＷγ

ｙ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） ＝ δγｙＵｎ
ｉ，ｊ ＋ Ｏ（Δｙ４）

Ｌｅｍｍａ ４　 Ｌｅｔ ｆ（ｕ） ∈ Ｃ２（Ｒ） ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ
ｆ（Ｕｎ＋１） ＋ ｆ（Ｕｎ）

２
＝ ３ｆ（Ｕｎ） － ｆ（Ｕｎ－１）

２
＋

　 Ｏ（Δｔ２），ｎ ≥ １
ｆ（Ｕ１） ＋ ｆ（Ｕ０）

２
＝ ｆ（Ｕ０） ＋ Ｏ（Δｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｂｙ ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ａ Ｔａｙｌｏｒ ｓｅｒｉｅｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ，
ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ ｃａｎ ｂｅ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｖａｌｉｄａｔｅｄ．

Ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｕｐｏｎ ｔｈｅ ｆｏｒｅｇｏｉｎｇ ｌｅｍｍａｓ， ｗｅ ｎｏｗ
ｐｒｏｃｅｅｄ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ （１）， ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ａｄｈｅｒｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｓｔｉｐｕｌａｔｅｄ
ｉｎ Ｌｅｍｍａｓ ２ ａｎｄ ３． Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ （ １ ） ａｔ （ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） ， ａｎｄ ａｖｅｒａｇｉｎｇ ｔｗｏ
ａｄｊａｃｅｎｔ ｔｉｍｅ ｌａｙｅｒｓ， ｗｅ ｈａｖｅ

１
２

∂ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１）
∂ｔ

＋
∂ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 １
２
Ｋβ（Ｗβ

ｘｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） ＋ Ｗβ
ｘｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）） ＋

　 １
２
Ｋγ（Ｗγ

ｙ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） ＋ Ｗγ
ｙ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）） ＋

　 １
２
（ ｆ（ｕｎ＋１

ｉｊ ） ＋ ｆ（ｕｎ
ｉｊ）） ＋ ｐｎ＋ １

２
ｉｊ ，（ ｉ，ｊ） ∈ ω，

　 　 ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］
（２）

Ａｐｐｌｙｉｎｇ β
ｘ

γ
ｙ ｔｏ Ｅｑ．（２） ａｎｄ ｕｓｉｎｇ Ｌｅｍｍａｓ ２－

·３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

４， ｗｅ ｈａｖｅ
β
ｘ

γ
ｙ δｔＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＝ Ｋβ
γ
ｙ δβｘＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ Ｋγ
β
ｘδγｙＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋

　 　 　 ３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ） － １
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋

　 　 　 β
ｘ

γ
ｙ ｐｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ （Ｒ１） ｎ＋
１
２

ｉ，ｊ ，（ ｉ，ｊ） ∈ ω，
　 　 　 ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］ （３）
ｗｈｅｒｅ Ｕ －１

ｉ，ｊ ＝ Ｕ０
ｉ，ｊ ， ａｎｄ

（Ｒ１） ｎ＋
１
２

ｉ，ｊ ＝ Ｏ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）， ｎ ≥ １

（Ｒ１）
１
２

ｉ，ｊ ＝ Ｏ（Δｔ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）{
Ａｄｄｉｎｇ

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ｔｏ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ

Ｅｑ． （３） ｇｉｖｅｓ

β
ｘ

γ
ｙ δｔＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＝

　 　 　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ Ｋγ
β
ｘδγｙＵｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋

　 　 　 ３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ） － １
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋

　 　 　 β
ｘ

γ
ｙ ｐｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ Ｒｎ＋
１
２

ｉ，ｊ ， （ ｉ，ｊ） ∈ ω， ｎ ∈
　 　 　 ［［０，Ｎ － １］］ （４）
ｗｈｅｒｅ

Ｒｎ＋
１
２

ｉ，ｊ ＝ Ｏ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）， ｎ ≥ １

Ｒ
１
２

ｉ，ｊ ＝ Ｏ（Δｔ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）{ （５）

Ｂｙ ｏｍｉｔｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｅｑ． （４） ａｎｄ
ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｕｎ

ｉ，ｊ ｗｉｔｈ ａｎ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｎ

ｉ，ｊ ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ （ １ ） ｉｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｕｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｕｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＝

　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘｕｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ Ｋγ
β
ｘδγｙｕｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ＋ β
ｘ

γ
ｙｇｎ＋

１
２

ｉ，ｊ ，
　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω， ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］
ｕ０
ｉ，ｊ ＝ φ（ｘｉ，ｙ ｊ），（ ｉ，ｊ） ∈ ω

ｕｎ
ｉ，ｊ ＝ ０， （ ｉ，ｊ） ∈ ∂ω， ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（６）

ｗｈｅｒｅ ｇｎ＋ １
２

ｉ，ｊ ＝ ３
２
ｆ（ｕｎ

ｉ，ｊ） － １
２
ｆ（ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋ ｐｎ＋ １
２

ｉ，ｊ ．

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ
Ｅｑ．（６） ｂｙ Δｔ ｙｉｅｌｄｓ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｆｏｒｍ

（ β
ｘ －

ＫβΔｔ
２

δβｘ）（ γ
ｙ －

ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕｎ＋１
ｉ，ｊ ＝

　 　 　 （ β
ｘ ＋

ＫβΔｔ
２

δβｘ）（ γ
ｙ ＋

ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕｎ
ｉ，ｊ ＋

　 　 　 Δｔ β
ｘ

γ
ｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ

Ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｖ∗ｉ，ｊ ， ｗｅ
ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ

（ β
ｘ － Δｔ

２
δβｘ）ｖ∗ｉ，ｊ ＝ （ β

ｘ ＋ Δｔ
２
δβｘ）·

　 （ γ
ｙ ＋ Δｔ

２
δγｙ ）ｕｎ

ｉ，ｊ ＋ Δｔ β
ｘ

γ
ｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ

（ γ
ｙ － Δｔ

２
δγｙ ）ｕｎ＋１

ｉ，ｊ ＝ ｖ∗ｉ，ｊ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（７）

Ｗｅ ｎｏｗ ｄｅｖｅｌｏｐ ａ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ．
Ａｄｄｉｎｇ ｓｍａｌｌ ｔｅｒｍ

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ

３
２
ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ）
æ

è
ç － １

２
ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋ ｐｎ＋ １
２

ｉ，ｊ
ö

ø
÷

ｔｏ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ Ｅｑ． （４） ｙｉｅｌｄｓ

β
ｘ

γ
ｙ δｔＵｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔＵｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＝

　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘＵｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋ Ｋγ

β
ｘδγｙＵｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

　 ３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ） － １
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋

　 β
ｘ

γ
ｙ ｐｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ·

　 ３
２
ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ） － １
２
ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） ＋ ｐｎ＋ １
２

ｉ，ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ

－
ｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ，

　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω， ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

（８）

ｗｈｅｒｅ

　 　
Ｒ
－
ｎ＋ １

２
ｉｊ ＝ Ｏ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）， ｎ ≥ １

Ｒ
－ １

２
ｉｊ ＝ Ｏ（Δｔ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）{ （９）

Ｂｙ ｏｍｉｔｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｅｑ． （８） ａｎｄ
ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｕｎ

ｉ，ｊ ｗｉｔｈ ａｎ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｎ

ｉ，ｊ ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ （１） ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＝

　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋ Ｋγ

β
ｘδγｙ ｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

　 β
ｘ

γ
ｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ，

　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］
ｕ０
ｉ，ｊ ＝ φ（ｘｉ，ｙ ｊ），（ ｉ，ｊ） ∈ ω

ｕｎ
ｉ，ｊ ＝ ０，（ ｉ，ｊ） ∈ ∂ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）

Ｗｅ ｍｕｌｔｉｐｌｙ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ
Ｅｑ．（１０） ｂｙ Δｔ ａｎｄ ｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅ ｉｔ ａｓ

（ β
ｘ －

ＫβΔｔ
２

δβｘ）（ γ
ｙ －

ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕｎ＋１
ｉ，ｊ ＝ （ β

ｘ ＋

　 　 　
ＫβΔｔ
２

δβｘ）（ γ
ｙ ＋

ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕｎ
ｉ，ｊ ＋

·４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 　 　 　 Δｔ β
ｘ

γ
ｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ３

４
δβｘδγｙ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ

Ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｕ∗
ｉ，ｊ ， ｗｅ

ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ

（ β
ｘ －

ＫβΔｔ
２

δβｘ）ｕ∗
ｉ，ｊ ＝ （ β

ｘ ＋
ＫβΔｔ
２

δβｘ）ｕｎ
ｉ，ｊ ＋

　 Δｔ
２
（ β

ｘ ＋
ＫβΔｔ
２

δβｘ）ｇｎ＋ １
２

ｉ，ｊ

（ γ
ｙ －

ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕｎ＋１
ｉ，ｊ ＝ （ γ

ｙ ＋
ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｕ∗
ｉ，ｊ ＋

　 Δｔ
２
（ γ

ｙ －
ＫγΔｔ
２

δγｙ ）ｇｎ＋ １
２

ｉ，ｊ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１１）
Ｌｅｔ

μβ ＝
ＫβΔｔ

４Δｘβｃｏｓ（βπ ／ ２）
，μγ ＝

ＫγΔｔ
４Δｙγｃｏｓ（γπ ／ ２）

ａｎｄ ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ μβ ａｎｄ μγ ｓｈａｒｅ ａ ｃｏｍｍｏｎ
ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ， ｉ．ｅ．，

ｍａｘ｛ μβ ， μγ ｝ ＜ μ （１２）
ｗｈｅｒｅ μ ｉｓ ａ ｒｅａｌ ｎｕｍｂｅｒ．

Ｌｅｔ

ｓ（α， ±）ｋ ＝
－ ２ｄα

２ ± ２μαｗ^（α）
１ ， ｋ ＝ ０

ｄα
２ ±μα（ｗ^（α）

０ ＋ ｗ^（α）
２ ）， ｋ ＝ １

±μαｗ^（α）
ｋ＋１， ｋ ∈［［２，Ｍ － １］］

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）
ｗｈｅｒｅ （Ｍ，α） ＝ （Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ．

Ｄｅｆｉｎｅ
Ｂ ±

α ＝ Ｉ ＋ Ｓ（α）
± ，α ＝ β，γ （１４）

ｗｈｅｒｅ

Ｓ（α）
± ＝

ｓ（α， ±）０ ｓ（α， ±）－１ … ｓ（α， ±）２－Ｍ ｓ（α， ±）１－Ｍ

ｓ（α， ±）１ ｓ（α， ±）０ … ｓ（α， ±）３－Ｍ ｓ（α， ±）２－Ｍ

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
ｓ（α， ±）Ｍ－２ ｓ（α， ±）Ｍ－３ … ｓ（α， ±）０ ｓ（α， ±）－１

ｓ（α， ±）Ｍ－１ ｓ（α， ±）Ｍ－２ … ｓ（α， ±）１ ｓ（α， ±）０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

（１５）

ｗｈｅｒｅ （Ｍ，α） ＝ （Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ．
Ｃｌｅａｒｌｙ， Ｂ ±

α ａｎｄ Ｓ（α）
± ａｒｅ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ

（ＳＴ） ｍａｔｒｉｃｅｓ．
Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ Ｍ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒｉｄｉａｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ：
Ｃ（α） ＝ ｔｒｉｄｉａｇ（ｄα

２ ，１ － ２ｄα
２ ，ｄα

２ ）
ｗｈｅｒｅ （Ｍ，α） ＝ （Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ．

Ｄｅｆｉｎｅ

ｕｎ ＝ ｕｎ
ｉ，ｊ( ) Ｍ１×Ｍ２

， ｇｎ＋ １
２ ＝ ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｊ( ) Ｍ１×Ｍ２

Ｕ
－
ｎ ＝ Ｂ －

β （Ｂ －
γ ） Ｔ （ｕｎ） Ｔ( ) Ｔ ＝ （Ｕ

－
ｎ
ｉ，ｊ）Ｍ１×Ｍ２

Ｇｎ＋ １
２ ＝ Ｃ（β） （Ｃ（γ）） Ｔ （ｇｎ＋ １

２ ） Ｔ( ) Ｔ ＝ （Ｇｎ＋ １
２

ｉ，ｊ ）Ｍ１×Ｍ２

　 Ｕ
－ ｎ

Δｘ，ｊ ＝ （Ｕ
－ ｎ

１，ｊ，Ｕ
－ ｎ

２，ｊ，…，Ｕ
－ ｎ
Ｍ１，ｊ）

Ｔ

Ｇｎ＋ １
２

Δｘ，ｊ ＝ （Ｇｎ＋ １
２

１，ｊ ，Ｇｎ＋ １
２

２，ｊ ，…，Ｇｎ＋ １
２

Ｍ１，ｊ ）
Ｔ

ｖ∗
Δｘ，ｊ ＝ （ｕ∗

１，ｊ，ｕ∗
２，ｊ，…，ｕ∗

Ｍ１，ｊ）
Ｔ

ｖ∗
ｉ，Δｙ ＝ （ｕ∗

ｉ，１，ｕ∗
ｉ，２，…，ｕ∗

ｉ，Ｍ２
） Ｔ

ｕｎ
Δｘ，ｊ ＝ （ｕｎ

１，ｊ，ｕｎ
２，ｊ，…，ｕｎ

Ｍ１，ｊ）
Ｔ

ｕｎ＋１
ｉ，Δｙ ＝ （ｕｎ＋１

ｉ，１ ，ｕｎ＋１
ｉ，２ ，…，ｕｎ＋１

ｉ，Ｍ２
） Ｔ

ｕ∗
Δｘ，ｊ ＝ （ｕ∗

１，ｊ，ｕ∗
２，ｊ，…，ｕ∗

Ｍ１，ｊ）
Ｔ

ｕ∗
ｉ，Δｙ ＝ （ｕ∗

ｉ，１，ｕ∗
ｉ，２，…，ｕ∗

ｉ，Ｍ２
） Ｔ

ｇｎ＋ １
２

Δｘ，ｊ ＝ （ｇｎ＋ １
２

１，ｊ ，ｇｎ＋ １
２

２，ｊ …，ｇｎ＋ １
２

Ｍ１，ｊ ）
Ｔ

ｇｎ＋ １
２

ｉ，Δｙ ＝ （ｇｎ＋ １
２

ｉ，１ ，ｇｎ＋ １
２

ｉ，２ …，ｇｎ＋ １
２

ｉ，Ｍ２
） Ｔ

Ｗｅ ｔｈｅｎ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ
ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｂ ＋
β ｖ∗

Δｘ，ｊ ＝ Ｕ
－
ｎ
Δｘ，ｊ ＋ ΔｔＧｎ＋ １

２
Δｘ，ｊ ，ｊ ＝ １，２，…，Ｍ２

Ｂ ＋
γ ｕｎ＋１

ｉ，Δｙ ＝ ｖ∗
ｉ，Δｙ，ｉ ＝ １，２，…，Ｍ１

{ （１６）

Ｌｅｔ

σΔｘ，ｊ ＝

ｗ^（β）
２ ρ ｎ

０，ｊ

ｗ^（β）
３ ρ ｎ

０，ｊ

︙
ｗ^（β）

Ｍ１
ρ ｎ

０，ｊ

ｗ^（β）
Ｍ１＋１ρ

ｎ
０，ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

ｗ^（β）
Ｍ１＋１ρ

ｎ
Ｍ１＋１，ｊ

ｗ^（β）
Ｍ１

ρ ｎ
Ｍ１＋１，ｊ

︙
ｗ^（β）

３ ρ ｎ
Ｍ１＋１，ｊ

ｗ^（β）
２ ρ ｎ

Ｍ１＋１，ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　 　

ｗ^（β）
０ ρ ｎ

０，ｊ

０
︙
０

ｗ^（β）
０ ρ ｎ

Ｍ１＋１，ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

ｄβ
２

ｎ
０，ｊ

０
︙
０

ｄβ
２

ｎ
Ｍ１＋１，ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

σｉ，Δｙ ＝

ｗ^（γ）
２ ξ ｎ

ｉ，０

ｗ^（γ）
３ ξ ｎ

ｉ，０

︙
ｗ^（γ）

Ｍ２
ξ ｎ
ｉ，０

ｗ^（γ）
Ｍ２＋１ξ

ｎ
ｉ，０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

ｗ^（γ）
Ｍ２＋１ξ

ｎ
ｉ，Ｍ２＋１

ｗ^（γ）
Ｍ２

ξ ｎ
ｉ，Ｍ２＋１

︙
ｗ^（γ）

３ ξ ｎ
ｉ，Ｍ２＋１

ｗ^（γ）
２ ξ ｎ

ｉ，Ｍ２＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　 　

ｗ^（γ）
０ ξ ｎ

ｉ，０

０
︙
０

ｗ^（γ）
０ ξ ｎ

ｉ，Ｍ２＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

ｄγ
２ ζ ｎ

ｉ，０

０
︙
０

ｄγ
２ ζ ｎ

ｉ，Ｍ２＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｗｈｅｒｅ

ρ ｎ
ｋ，ｊ ＝ － μ β（

Δｔ
２
ｇｎ＋ １

２
ｋ，ｊ ＋ ｕｎ

ｋ，ｊ ＋ ｕ∗
ｋ，ｊ）

ｎ
ｋ，ｊ ＝

Δｔ
２
ｇｎ＋ １

２
ｋ，ｊ ＋ ｕｎ

ｋ，ｊ － ｕ∗
ｋ，ｊ，ｋ ＝ ０，Ｍ１ ＋ １

ξ ｎ
ｉ，ｋ ＝ μ γ（

Δｔ
２
ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｋ － ｕｎ＋１

ｉ，ｋ － ｕ∗
ｉ，ｋ）

·５·
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ζ ｎ
ｉ，ｋ ＝

Δｔ
２
ｇｎ＋ １

２
ｉ，ｋ － ｕｎ＋１

ｉ，ｋ ＋ ｕ∗
ｉ，ｋ，ｋ ＝ ０，Ｍ２ ＋ １

Ｔｈｅｎ， ｗｅ ａｒｒｉｖｅ ａｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒｍ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ：

Ｂ ＋
β ｕ∗

Δｘ，ｊ ＝ Ｂ －
β ｕｎ

Δｘ，ｊ ＋
Δｔ
２
Ｂ －

β ｇｎ＋ １
２

Δｘ，ｊ ＋ σΔｘ，ｊ，

ｊ ＝ ０，１，…，Ｍ２ ＋ １

Ｂ ＋
γ ｕｎ＋１

ｉ，Δｙ ＝ Ｂ －
γ ｕ∗

ｉ，Δｙ ＋ Δｔ
２
Ｂ ＋

γ ｇｎ＋ １
２

ｉ，Δｙ ＋ σｉ，Δｙ，

ｉ ＝ １，２，…，Ｍ１

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１７）

１．２　 Ｅｒｒｏｒ Ｅｓｔｉｍａｔｅ

　 　 Ｌｅｔ Ｖ
°
ｈ ＝ ｛ｕ ∣ ｕ ∈ Ｖｈ； ｉｆ （ ｉ，ｊ） ∈ ∂ω，ｕｉ，ｊ ＝ ０｝ ．

Ｇｉｖｅｎ ａｎｙ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕ， ｖ ∈ Ｖ
°
ｈ ， ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ

（ｕ， ｖ） ＝ ΔｘΔｙ∑
Ｍ１

ｉ ＝ １
∑
Ｍ２

ｊ ＝ １
ｕｉ，ｊｖｉ，ｊ， ‖ｕ‖ ＝ ｕ， ｕ( )

Ｓｉｎｃｅ β
ｘ ａｎｄ γ

ｙ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ａｎｄ ｓｅｌｆ⁃
ａｄｊｏｉｎｔ， ｗｅ ｈａｖｅ β

ｘ ＝ （ ｘ） ２ ａｎｄ γ
ｙ ＝ （ ｙ） ２ ［１８］ ．

Ｌｅｍｍａ ５［１８］ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｒｉｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｕ ∈ Ｖｈ

°
， ｗｅ

ｈａｖｅ
１
９

‖ｕ‖２ ≤（ β
ｘ

γ
ｙ ｕ，ｕ） ＝ （ ｘ ｙｕ， ｘ ｙｕ） ≤

　 　 　 ‖ｕ‖２，（δβｘｕ，ｕ） ≤ ０，（δγｙ ｕ，ｕ） ≤ ０
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ δβｘ ａｎｄ δγｙ ， ｉｔ ｉｓ

ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｂｏｔｈ － δβｘ ａｎｄ － δγｙ ａｒｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Λｘ ａｎｄ Λｙ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ
ｈｏｌｄ［１８］：

（δβｘｕ，ｕ） ＝ － （Λｘｕ，Λｘｕ） ≤ ０
（δγｙ ｕ，ｕ） ＝ － （Λｙｕ，Λｙｕ） ≤ ０
（δβｘδγｙ ｕ，ｕ） ＝ （ΛｘΛｙｕ，ΛｘΛｙｕ）

Ｌｅｍｍａ ６ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｒｉｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｕ ∈ Ｖ
°
ｈ， ｗｅ

ｈａｖｅ
（（ γ

ｙ δβｘ ＋ β
ｘδγｙ ）ｕ，ｕ） ≤ ０

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ５， ｗｅ ｇｅｔ
（ γ

ｙ δβｘｕ，ｕ） ＝ （δβｘ ｙｕ， ｙｕ） ≤ ０
（ β

ｘδγｙ ｕ，ｕ） ＝ （δγｙ ｘｕ， ｘｕ） ≤ ０
Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
Ｌｅｍｍａ ７［３０］ 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｛ ｎ｝ ａｎｄ ｛ηｎ｝ ａｒｅ

ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ， ａｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛θｎ｝
ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

ϕ０ ≥ ０，θ０ ≤ ϕ０

θｎ ≤ ϕ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｌ ＝ ０
ηｌ ＋ ∑

ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｌθｌ，ｎ ≥ １

Ｔｈｅｎ ｉｔ ｈｏｌｄｓ ｔｈａｔ

θｎ ≤ ϕ０ ＋ ∑
ｎ－１

ｌ ＝ ０
ηｌ( ) ｅｘｐ （∑

ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｌ），ｎ ≥ １

Ｗｅ ｂｅｇｉｎ ｗｉｔｈ ａｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ Ｅｑ．（７） ．
Ｌｅｔ ｅｎｉ，ｊ ＝ Ｕｎ

ｉ，ｊ － ｕｎ
ｉ，ｊ ， ｂｙ ｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｓｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｉｎ Ｅｑ．（６） ｆｒｏｍ Ｅｑ．（４）， ｗｅ ｇｅｔ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＝

　 　 　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘ ｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋ Ｋγ
β
ｘδγｙ ｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋

　 　 　 ３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ

ｉ，ｊ） － ｆ（ｕｎ
ｉ，ｊ）( ) －

　 　 　 １
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ－１

ｉ，ｊ ） － ｆ（ｕｎ－１
ｉ，ｊ ）( ) ＋ Ｒｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ，

　 　 　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］ （１８）
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 Ｌｅｔ ｅｎｉ，ｊ ｂｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（１８）

ａｎｄ Δｔ ＜ １ ／ （１８（Ｌ ＋ １
２
）） ， ｗｅ ｈａｖｅ

‖ｅｎ‖ ≤ ｃ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４），ｎ ∈ ［［１，Ｎ］］
ｗｈｅｒｅ ｃ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ Δｘ ， Δｙ ａｎｄ Δｔ ，
ａｎｄ Ｌ ｉｓ ｔｈｅ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｕ） ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｅｑ．（１８）
ｗｉｔｈ ｅｎ＋

１
２ ｇｉｖｅｓ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
·

　 　 　 δβｘδγｙ δｔｅｎ
＋ １

２ ， ｅｎ＋
１
２( ) ＝ Ｋβ

γ
ｙ δβｘ ｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋

　 　 　 Ｋγ
β
ｘδγｙ ｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋ （ ３

２
β
ｘ

γ
ｙ（ ｆ（Ｕｎ） －

　 　 　 ｆ（ｕｎ）），ｅｎ＋
１
２ ） － （ １

２
β
ｘ

γ
ｙ（ ｆ（Ｕｎ－１） －

　 　 　 ｆ（ｕｎ－１）），ｅｎ＋
１
２ ） ＋ Ｒｎ＋ １

２ ， ｅｎ＋
１
２( ) ，

　 　 　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］ （１９）
Ｌｅｔ Ｅｎ ＝ β

ｘ
γ
ｙ ｅｎ， ｅｎ( ) ＝ ‖ ｘ ｙｅｎ‖２，Ｆｎ ＝

δβｘδγｙ ｅｎ， ｅｎ( ) ＝ ‖ΛｘΛｙｅｎ‖２， ｗｅ ｈａｖｅ
β
ｘ

γ
ｙ δｔｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＝ １

２Δｔ
Ｅｎ＋１ － Ｅｎ( ) （２０ａ）

δβｘδγｙ δｔｅｎ
＋ １

２ ， ｅｎ＋
１
２( ) ＝ １

２Δｔ
Ｆｎ＋１ － Ｆｎ( ) （２０ｂ）

Ｗｈｅｎ ｎ ≥ １， ａｎ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ５，
ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｃｈｗａｒｚ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｌｅａｄｓ ｔｏ

３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ） － ｆ（ｕｎ）( ) ，ｅｎ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 ３
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ） － ｆ（ｕｎ） ， ｅｎ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 ３Ｌ
２

β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ ， ｅｎ＋

１
２( ) ≤３Ｌ

４ ( ( β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ ，

　 　 　 ｅｎ＋１ ) ＋ ( β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ ， ｅｎ ) ) ≤

·６·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 　 　 ９Ｌ
８

ｅｎ ２ ＋ ３Ｌ
８

‖ｅｎ＋１‖２ （２１）

Ｂｙ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｒｅａｓｏｎｉｎｇ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

－ １
２

β
ｘ

γ
ｙ ｆ（Ｕｎ－１） － ｆ（ｕｎ－１）( ) ，ｅｎ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 Ｌ
２

β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ－１ ， ｅｎ＋

１
２( )≤ Ｌ

４ ( ( β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ－１ ，

　 　 　 ｅｎ＋１ ) ＋ ( β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ－１ ， ｅｎ ) ) ≤

　 　 　 Ｌ
８

２ ｅｎ－１ ２ ＋ ｅｎ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２( ) （２２）

Ｉｎｓｅｒｔｉｎｇ Ｅｑ．（２０） ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （２１） －（２２）
ｉｎｔｏ Ｅｑ．（１９）， ａｎｄ ｕｓｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ６， ｙｉｅｌｄｓ

Ｅｎ＋１ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ＋１ ≤ Ｅｎ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ ＋

　 　 　 ＬΔｔ
２

ｅｎ－１ ２ ＋ ５ＬΔｔ
２

ｅｎ ２ ＋ ＬΔｔ ｅｎ＋１ ２ ＋

　 　 　 ２Δｔ Ｒｎ＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( )

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｆｏｒ ａｌｌ ｎ ≥ ２，

Ｅｎ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ ≤ Ｅ１ ＋

ＫβＫγΔｔ２Ｆ１

４
＋

　 　 　 ＬΔｔ
２ ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ－１ ２ ＋ ５ＬΔｔ

２ ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋

　 　 　 ＬΔｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ＋１ ２ ＋ ２Δｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２ ， ｅｍ＋ １
２( ) ≤

　 　 　 Ｅ１ ＋
ＫβＫγΔｔ２Ｆ１

４
＋ ４ＬΔｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋

　 　 　 ＬΔｔ ｅｎ ２ ＋ Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２ ２ ＋ ｅｍ＋ １
２ ２( ) ≤

　 　 　 Ｅ１ ＋
ＫβＫγΔｔ２Ｆ１

４
＋ ４ＬΔｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋

　 　 　 ＬΔｔ ｅｎ ２ ＋ Δｔ
２ ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ＋１ ２ ＋ ｅｍ ２( ) ＋

　 　 　 Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２
２
≤ Ｅ１ ＋

ＫβＫγΔｔ２Ｆ１

４
＋

　 　 　 （４Ｌ ＋ １）Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋ （Ｌ ＋ １

２
）Δｔ ｅｎ ２ ＋

　 　 　 Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２
２

（２３）

Ｕｐｏｎ ｔａｋｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｅｑ． （１８） ｗｉｔｈ
ｅ

１
２ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｎ ＝ ０， ａｎｄ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈｅ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｆ（Ｕ０） －

ｆ（ｕ０） ＝ ０， ｗｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈａｔ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｅ

１
２ ， ｅ

１
２( ) ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｅ

１
２ ， ｅ

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘ ｅ

１
２ ， ｅ

１
２( ) ＋ Ｋγ

β
ｘδγｙ ｅ

１
２ ， ｅ

１
２( ) ＋

　 　 　 Ｒ
１
２ ， ｅ

１
２( ) ，（ ｉ，ｊ） ∈ ω （２４）

Ｕｓｉｎｇ Ｅｑ．（２０） ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ６， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

Ｅ１ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆ１ ≤２Δｔ Ｒ

１
２ ， ｅ１( ) ≤２Δｔ Ｒ

１
２ ｅ１

（２５）
Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ５， ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｅ１，

ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２５） ｔｈａｔ
ｅ１ ≤ １８Δｔ Ｒ

１
２ （２６）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ ２６ ） ｉｎｔｏ （ ２５ ）， ｗｅ
ｏｂｔａｉｎ

Ｅ１ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆ１ ≤ ３６Δｔ２ Ｒ

１
２ ２ （２７）

Ｉｎｓｅｒｔｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２７） ｉｎｔｏ （２３） ｙｉｅｌｄｓ

Ｅｎ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ ≤ ３６Δｔ２ Ｒ

１
２ ２ ＋ （４Ｌ ＋ １）·

　 　 　 Δｔ∑
ｎ－１

ｍ＝１
ｅｍ ２ ＋（Ｌ ＋ １

２
）Δｔ ｅｎ ２ ＋Δｔ∑

ｎ－１

ｍ＝１
Ｒｍ＋ １

２
２

　 　 Ｕｓｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ５ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｎ ， ｗｅ ｇｅｔ

（１ － ９（Ｌ ＋ １
２
）Δｔ） ｅｎ ２ ≤ ３２４Δｔ２ Ｒ

１
２ ２ ＋

９（４Ｌ ＋ １）Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋ ９Δｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２
２

Ｗｈｅｎ Δｔ ＜ １ ／ （１８（Ｌ ＋ １
２
）） ，

ｅｎ ２ ≤ ６４８Δｔ２ Ｒ
１
２ ２ ＋ １８（４Ｌ ＋ １）·

　 　 　 Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
ｅｍ ２ ＋ １８Δｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２
２

Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７， ｗｅ ｇｅｔ
ｅｎ ２ ≤ ｅｘｐ （１８（４Ｌ ＋ １）Ｔ） (６４８Δｔ２ Ｒ

１
２ ２ ＋

　 　 　 １８Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ １
Ｒｍ＋ １

２ ２ )
Ｆｒｏｍ Ｅｑｓ．（５） ａｎｄ （２６）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ

ｒｅｓｕｌｔ ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ．
Ｒｅｍａｒｋ １ 　 Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ

ｓｃｈｅｍｅ （７） ｃａｎ ｂｅ ｒｅａｄｉｌｙ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｉｎ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｍａｎｎｅｒ．
Ｉｎ ｗｈａｔ ｆｏｌｌｏｗｓ， ｗｅ ｆｏｃｕｓ ｅｘｃｌｕｓｉｖｅｌｙ ｏｎ ｔｈｅ

ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍ
（１）， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｄｉｓｃａｒｄｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｔｅｒｍ． Ｆｏｒ ｔｈｉｓ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｃｏｍｐａｃｔ ＬＯＤ
ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ
　

β
ｘ

γ
ｙ δｔｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＝

　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋ Ｋγ

β
ｘδγｙ ｕｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋ β

ｘ
γ
ｙ ｐｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＋

　
ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ ｐｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ，（ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

ｕ０
ｉ，ｊ ＝ φ（ｘｉ，ｙ ｊ），（ ｉ，ｊ） ∈ ω

ｕｎ
ｉ，ｊ ＝ ０，（ ｉ，ｊ） ∈ ∂ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２８）
Ｌｅｔ ｅｎ

ｉ，ｊ
＝ Ｕｎ

ｉ，ｊ － ｕｎ
ｉ，ｊ ， ｂｙ ｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｓｔｅｒ

·７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ Ｅｑ．（２８） ｆｒｏｍ Ｅｑ． （８） ａｎｄ ｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍｓ， ｗｅ ｇｅｔ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
δβｘδγｙ δｔｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＝

　 　 　 Ｋβ
γ
ｙ δβｘ ｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋ Ｋγ
β
ｘδγｙ ｅｎ

＋ １
２

ｉ，ｊ ＋ Ｒ
＝ ｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ，

　 　 　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］ （２９）

ｗｈｅｒｅ Ｒ
＝ ｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ＝ Ｏ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４），ｎ ≥ ０．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ｌｅｔ ｅｎｉ，ｊ ｂｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ．（２９）

ａｎｄ Δｔ ＜ １
９

， ｗｅ ｈａｖｅ

‖ｅｎ‖ ≤ ｃ（Δｔ２ ＋ Δｘ４ ＋ Δｙ４）， ｎ ∈ ［［１，Ｎ］］
ｗｈｅｒｅ ｃ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ Δｘ ， Δｙ ａｎｄ Δｔ ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｂｙ ｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｅｑ．

（２９） ｗｉｔｈ ｅｎ＋
１
２ ， ｗｅ ｇｅｔ

β
ｘ

γ
ｙ δｔｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
·

　 　 δβｘδγｙ δｔｅｎ
＋ １

２ ， ｅｎ＋
１
２( ) ＝ Ｋβ

γ
ｙ δβｘ ｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋

　 　 Ｋγ
β
ｘδγｙ ｅｎ

＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ＋ Ｒ

＝ ｎ＋ １
２ ， ｅｎ＋

１
２( ) ，

　 　 （ ｉ，ｊ） ∈ ω，ｎ ∈ ［［０，Ｎ － １］］

Ｌｅｔ Ｅｎ ＝ β
ｘ

γ
ｙ ｅｎ， ｅｎ( ) ＝ ｘ ｙｅｎ ２， Ｆｎ ＝

δβｘδγｙ ｅｎ， ｅｎ( ) ＝ ΛｘΛｙｅｎ ２ ． Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ６， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

Ｅｎ＋１ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ＋１ ≤ Ｅｎ ＋

ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ ＋

　 　 　 ２Δｔ Ｒ
＝ ｎ＋ １

２ ， ｅｎ＋
１
２( )

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｆｏｒ ａｌｌ ｎ ≥ １，

Ｅｎ ＋
ＫβＫγΔｔ２

４
Ｆｎ ≤ Ｅ０ ＋

ＫβＫγΔｔ２Ｆ０

４
＋

２Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ， ｅｍ＋ １
２( ) ≤ Ｅ０ ＋

ＫβＫγΔｔ２Ｆ０

４
＋

Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ２ ＋ ｅｍ＋ １
２ ２( ) ≤ Ｅ０ ＋

ＫβＫγΔｔ２Ｆ０

４
＋ Δｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ＋

Δｔ
２ ∑

ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｅｍ＋１ ２ ＋ ｅｍ ２( )

Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ５ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｅｎ ａｎｄ Ｆｎ ，
ｗｅ ｇｅｔ

（１ － ９
２
Δｔ） ｅｎ ２ ≤ ９Δｔ∑

ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ＋

　 　 　 ９Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｅｍ ２

Ｗｈｅｎ Δｔ ＜ １ ／ ９，

ｅｎ ２ ≤ １８Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ＋ １８Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｅｍ ２

Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７， ｗｅ ｇｅｔ

ｅｎ ２ ≤ ｅｘｐ（１８Ｔ） １８Δｔ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｒ
＝ ｍ＋ １

２ ２( )

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ
＝ ｎ＋ １

２
ｉ，ｊ ， ｔｈｅ ｎｅｅｄｅｄ ｒｅｓｕｌｔ

ｆｏｌｌｏｗｓ ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ．
Ｒｅｍａｒｋ ２ 　 Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ

（２８） ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｎ ａｎａｌｏｇｏｕｓ ａｐｐｒｏａｃｈ．

２　 ＰＣＧ Ｍｅｔｈｏｄ

　 　 Ｔｈｅ ＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａ ｗｅｌｌ⁃ｋｎｏｗｎ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ （１６） ａｎｄ （１７） ．
Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｍａｔｒｉｘ ｈａｓ ａ ｗｉｄｅｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ，
ｗｈｉｃｈ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｄｅｇｒａｄｅｓ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ＣＧ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｉｓ ｉｓｓｕｅ， ｔｈｉｓ
ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａ ＰＣＧ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｈａｔ ｕｔｉｌｉｚｅｓ ｔｈｅ
τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｔｏ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅｓｅ
ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｎｅｘｔ， ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ
ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．

Ｆｏｒ ａｎｙ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ｍａｔｒｉｘ

　 ＳＭ ＝

ｓ０ ｓ －１ … ｓ２－Ｍ ｓ１－Ｍ
ｓ１ ｓ０ … ｓ３－Ｍ ｓ２－Ｍ
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
ｓＭ－２ ｓＭ－３ … ｓ０ ｓ －１
ｓＭ－１ ｓＭ－２ … ｓ１ ｓ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ＳＭ{ } ¥

Ｍ ＝ １ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

ｐ（θ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ －¥

ｓｋｅｘｐ （ ｉｋθ）

ｗｈｅｒｅ ｐ（θ） ｉｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｗｉｅｎｅｒ ｃｌａｓｓ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ

∑
¥

ｋ ＝ －¥

ｓｋ ＜ ¥
［２５］ ． Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ， ｉｆ ｓｋ ＝ ｓ －ｋ ， ｔｈｅｎ ＳＭ ｉｓ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ， ａｎｄ ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｉｔ ａｓ Ｓ
～

Ｍ ． Ｌｅｔ ＨＭ ｂｅ ａ
Ｈａｎｋｅｌ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ａｎｔｉｄｉａｇｏｎａｌ ｅｎｔｒｉｅｓ

［ ｓ２，ｓ３，…，ｓＭ－１，０，０，０，ｓＭ－１，…，ｓ３，ｓ２］

Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ τ ⁃ｍａｔｒｉｘ τ（Ｓ
～

Ｍ） ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ

τ（Ｓ
～

Ｍ） ＝ Ｓ
～

Ｍ － ＨＭ
［２５］ ． Ｈｅｎｃｅ， ｗｅ ｐｒｏｐｏｓｅ ｔｈｅ

τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ （ １６ ） ａｎｄ
（１７） ａｓ

τ（Ｂ ＋
α ） ＝ Ｂ ＋

α － ＨＭ （３０）
Ｔｈｅ ｄｏｍｉｎａｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｏｖｅｒｈｅａｄ ｏｆ ＰＣＧ

ｗｈｅｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ （１６） ａｎｄ （１７） ａｒｉｓｅｓ
ｆｒｏｍ ｅｖａｌｕａｔｉｎｇ Ｂ －

α ｖ ａｎｄ （τ（Ｂ ＋
α ））

－１ｖ ． Ｌｅｖｅｒａｇｉｎｇ
ｔｈｅ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ Ｂ －

α ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ
（τ（Ｂ ＋

α ））
－１ ， ｔｈｅｓｅ ｍａｔｒｉｘ⁃ｖｅｃｔｏｒ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

ａｃｈｉｅｖｅ ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ Ｏ（Ｍｌｏｇ（Ｍ）） （Ｍ１ ＝

·８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｍ２ ＝ Ｍ） ［２５］ ．
Ｌｅｍｍａ ８ 　 ［ ３５ ］ Ｉｆ ＴＭ ｉｓ ａ ＳＴ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｆｉｒｓｔ ｃｏｌｕｍｎ ｂｅｉｎｇ ［ ｔ０， ｔ１， …， ｔＭ－１］ Ｔ ． Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ τ（ＴＭ） ｃａｎ ｂｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

λｍ ＝ ｔ０ ＋ ２∑
Ｍ－１

ｋ ＝ １
ｔｋｃｏｓ

πｍｋ
Ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｍ ∈ ［［１，Ｍ］］

Ｌｅｍｍａ ９ 　 τ（Ｂ ＋
α ） ｉｎ Ｅｑ． （ ３０） ｉｓ ＳＰＤ， ａｎｄ

（τ（Ｂ ＋
α ））

－１
２ ＜ ３， （Ｍ，α） ＝ （Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｓｉｎｃｅ Ｂ ＋
α ｉｓ ａｎ ＳＴ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ τ（Ｂ ＋

α ） ｉｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ Ｅｑ． （ ３０ ）， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ τ（Ｂ ＋

α ） ｉｓ ａ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ． Ｗｅ ａｐｐｌｙ Ｌｅｍｍａ ８ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ １

ｗｈｉｌｅ ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ μ α ＜ ０ ａｎｄ ｄα
２ ∈ １

１２
， １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔｏ ｏｂｔａｉｎ

λｍ（τ（Ｂ
＋
α ）） ＝ １ － ２ｄα

２ ＋ ２ｄα
２ ｃｏｓ

πｍ
Ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２μ α（ ｗ^（α）
１ ＋ （ ｗ^（α）

０ ＋ ｗ^（α）
２ ）ｃｏｓ πｍ

Ｍ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

∑
Ｍ

ｋ ＝ ３
ｗ^（α）

ｋ ｃｏｓ πｍ（ｋ － １）
Ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ） ≥ １ － ２ｄα

２ ＋

２ｄα
２ ｃｏｓ

πｍ
Ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ α（ ｗ^（α）

１ ＋

（ ｗ^（α）
０ ＋ ｗ^（α）

２ ） ＋ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ３
ｗ^（α）

ｋ ） ＝ １ － ２ｄα
２ ＋

２ｄα
２ ｃｏｓ

πｍ
Ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ α∑

Ｍ

ｋ ＝ ０
ｗ^（α）

ｋ ＞

１ － ４ｄα
２ ＞ １

３
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ τ（Ｂ ＋

α ） ｉｓ ＳＰＤ， ａｎｄ ｗｅ
ｃａｎ ｆｕｒｔｈｅｒ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ

‖（τ（Ｂ＋
α ））

－１‖２ ＝ ｍａｘ
１≤ｍ≤Ｍ

λｍ（（τ（Ｂ
＋
α ））

－１） ＝

　 　 １
ｍｉｎ

１≤ｍ≤Ｍ
λｍ（τ（Ｂ

＋
α ））

＜ ３

　 　 Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ．
Ｌｅｍｍａ １０ 　 Ｌｅｔ Ｓ（α）

＋ ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ Ｅｑ． （１５） ．
Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ （１２）， ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｏｆ Ｓ（α）

＋{ } ¥

Ｍ ＝ １ （ （Ｍ，α） ＝ （Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ） ａｒｅ ｉｎ
ｔｈｅ Ｗｉｅｎｅｒ ｃｌａｓｓ．

Ｐｒｏｏｆ： 　 Ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｌｅｍｍａ １， ａｎｄ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ

ｄα
２ ∈ １

１２
， １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ

∑
¥

ｋ ＝ －¥

ｓ（α，＋）ｋ ＝ ２μαｗ^（α）
１ － ２ｄα

２ ＋

　 　 　 ２ μα（ ｗ^（α）
０ ＋ ｗ^（α）

２ ） ＋ ｄα
２ ＋ ２∑

¥

ｋ ＝ ３
μαｗ^（α）

ｋ ≤

　 　 　 ２μαｗ^（α）
１ ＋ ２ｄα

２ ＋ ２ μα（ ｗ^（α）
０ ＋ ｗ^（α）

２ ） ＋

　 　 　 ２ ｄα
２ ＋ ２ μα ∑

¥

ｋ ＝ ３
ｗ^（α）

ｋ ＝

　 　 　 ４ｄα
２ ＋ ４μαｗ^（α）

１ ＜ ¥

Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ．
Ｌｅｍｍａ １１［３５］ 　 Ｉｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ

Ｓ（α）
＋{ } ¥

Ｍ ＝ １ ｉｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｗｉｅｎｅｒ ｃｌａｓｓ， ｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ ε ＞ ０，
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ Ｍα ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｌｌ Ｍ ＞ Ｍα ，

Ｓ（α）
＋ － τ（Ｓ（α）

＋ ） ＝ Ｕ′Ｍ ＋ Ｖ′Ｍ

ｗｈｅｒｅ ‖Ｕ′Ｍ‖２ ＜ ε
３

ａｎｄ ｒａｎｋ（Ｖ′Ｍ） ≤ Ｍα ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ 　 Ｌｅｔ Ｂ ＋
α ａｎｄ τ（Ｂ ＋

α ） ｂｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ
Ｅｑｓ． （ １４ ） ａｎｄ （ ３０ ）， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ （ １２）， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ ε ＞ ０， ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓ Ｍα ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａｌｌ Ｍ ＞ Ｍα，

（τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｂ ＋
α － Ｉ ＝ ＵＭ ＋ ＶＭ

ｗｈｅｒｅ ‖ＵＭ‖２ ＜ ε ａｎｄ ｒａｎｋ（ＶＭ） ≤ Ｍα，（Ｍ，α） ＝
（Ｍ１，β） ｏｒ （Ｍ２，γ） ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ Ｂ ＋
α ａｎｄ Ｌｅｍｍａｓ

１０－１１， ｗｅ ｇｅｔ
Ｂ ＋

α － τ（Ｂ ＋
α ） ＝ Ｉ ＋ Ｓ（α）

＋ － τ（Ｉ ＋ Ｓ（α）
＋ ） ＝

　 　 　 Ｓ（α）
＋ － τ（Ｓ（α）

＋ ） ＝ Ｕ′Ｍ ＋ Ｖ′Ｍ （３１）
ｗｈｅｒｅ

‖Ｕ′Ｍ‖２ ＜ ε
３

， ｒａｎｋ（Ｖ′Ｍ） ≤ Ｍα （３２）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ Ｅｑ． （ ３１ ） ｂｙ
（τ（Ｂ ＋

α ））
－１， ｗｅ ｈａｖｅ

（τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｂ ＋
α － Ｉ ＝ （τ（Ｂ ＋

α ））
－１Ｕ′Ｍ ＋

　 　 　 （τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｖ′Ｍ ＝ ＵＭ ＋ ＶＭ

ｗｈｅｒｅ ＵＭ ＝ （τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｕ′Ｍ ａｎｄ ＶＭ ＝ （τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｖ′Ｍ ．
Ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ９ ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （３２）， ｗｅ ｈａｖｅ

ＵＭ ２ ≤ （τ（Ｂ ＋
α ））

－１
２ Ｕ′Ｍ ２ ＜ ε

ｒａｎｋ（ＶＭ） ＝ ｒａｎｋ（Ｖ′Ｍ） ≤ Ｍα

Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ Ｗｅｙｌ􀆳ｓ Ｔｈｅｏｒｅｍ， Ｔｈｅｏｒｅｍ ３

ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ （τ（Ｂ ＋
α ））

－１Ｂ ＋
α ｉｓ ｃｌｕｓｔｅｒｅｄ

ａｒｏｕｎｄ １［３６］ ． Ｔｈｉｓ ｔｙｐｉｃａｌｌｙ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａ ｆａｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｒａｔｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ
（１６） ａｎｄ （１７） ［２４－２５， ３６］ ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｒｅｓｕｌｔｓ

　 　 Ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ ａｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｔｏ
ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ􀆳ｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ． Ｗｅ ｓｅｔ ｔｈｅ
ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｔｏ ｂｅ ‖ｒ（ｋ）‖２ ／‖ｒ（０）‖２ ＜ １０ －７ ．
Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ １－８， ｔｈｅ ａｃｒｏｎｙｍｓ “ＣＧ⁃ＬＯＤ”
ａｎｄ “ＣＧ⁃ＡＤＩ” ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｂａｓｅ ＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＬＯＤ ａｎｄ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

·９·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

“ＰＣＧ⁃ＬＯＤ （ τ ）” ａｎｄ “ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ （ τ ）” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ
ｏｕｒ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ．
“ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ （ Ｓ ／ Ｔ ）” ａｎｄ “ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ （ Ｓ ／ Ｔ ）”
ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ Ｓｔｒａｎｇ􀆳ｓ［３７］ ａｎｄ
Ｔ．Ｃｈａｎ􀆳ｓ［２０］ ｃｉｒｃｕｌａｎｔ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
“Ｔｉｍｅ（ ｓ）” ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｉｎ ｓｅｃｏｎｄｓ．
“ Ｉｔｅｒ” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ
ａｃｒｏｓｓ ａｌｌ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ｂｏｔｈ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ． Ｌｅｔ Δｘ ＝ Δｙ ＝ ｈ ． Ｄｅｆｉｎｅ

ｅｒ ＝ ΔｘΔｙ∑
Ｍ１

ｉ ＝ １
∑
Ｍ２

ｊ ＝ １
Ｕｉ，ｊ － ｕｉ，ｊ( ) ２

ｏｒΔｔ ＝ ｌｏｇ２
ｅｒ（ｈ，Δｔ）

ｅｒ（ｈ，Δｔ ／ ２）
é

ë
êê

ù

û
úú

ｏｒｈ ＝ ｌｏｇ２
ｅｒ（ｈ，Δｔ）

ｅｒ（ｈ ／ ２，Δｔ）
é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ （１１） ｗｉｔｈ ｈ ＝ １ ／ ２００

β Δｔ
γ ＝ １．２ γ ＝ １．５ γ ＝ １．９

ｅｒ ｏｒΔｔ ｅｒ ｏｒΔｔ ｅｒ ｏｒΔｔ

１．２

１ ／ ８ ３．０２０６５×１０－７ － ５．３６４１３×１０－７ － １．２１１８７×１０－６ －

１ ／ １６ ７．３１３２５×１０－８ ２．０４６ １．２８２９７×１０－７ ２．０６４ ２．８５９３０×１０－７ ２．０８４

１ ／ ３２ １．８１４１６×１０－８ ２．０１１ ３．１７３５１×１０－８ ２．０１５ ７．０５０４６×１０－８ ２．０２０

１ ／ ６４ ４．５２６７２×１０－９ ２．００３ ７．９１２９７×１０－９ ２．００４ １．７５６６３×１０－８ ２．００５

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｐａｔｉａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ （１１） ｗｉｔｈ Δｔ ＝ １ ／ １００００

β ｈ
γ ＝ １．２ γ ＝ １．５ γ ＝ １．９

ｅｒ ｏｒｈ ｅｒ ｏｒｈ ｅｒ ｏｒｈ

１．２

１ ／ ８ ９．５５０６２×１０－９ － １．２９４３２×１０－８ － １．６８６５４×１０－８ －

１ ／ １６ ７．３０４９２×１０－１０ ３．７０９ ９．６６２４１×１０－１０ ３．７４４ １．１８８３５×１０－９ ３．８２７

１ ／ ３２ ５．１０６４２×１０－１１ ３．８３８ ６．５８２５９×１０－１１ ３．８７６ ７．８１５７９×１０－１１ ３．９２６

１ ／ ６４ ３．４７１２５×１０－１２ ３．８７９ ４．４０６８０×１０－１２ ３．９０１ ５．２４２９８×１０－１２ ３．８９８

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ （７） ｗｉｔｈ ｈ ＝ １ ／ ２００

β Δｔ
γ ＝ １．２ γ ＝ １．５ γ ＝ １．９

ｅｒ ｏｒΔｔ ｅｒ ｏｒΔｔ ｅｒ ｏｒΔｔ

１．２

１ ／ ８ １．２７３１１×１０－８ － １．６３５３１×１０－８ － ２．１２９４１×１０－８ －

１ ／ １６ ３．１５４８２×１０－９ ２．０１３ ４．０３７１１×１０－９ ２．０１８ ５．２３５４５×１０－９ ２．０２４

１ ／ ３２ ７．８７５１２×１０－１０ ２．００２ １．００６７０×１０－９ ２．００４ １．３０３９１×１０－９ ２．００５

１ ／ ６４ １．９６８８２×１０－１０ ２．０００ ２．５１５９６×１０－１０ ２．０００ ３．２５７１９×１０－１０ ２．００１

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｐａｔｉａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ （７） ｗｉｔｈ Δｔ ＝ １ ／ １００００

β ｈ
γ ＝ １．２ γ ＝ １．５ γ ＝ １．９

ｅｒ ｏｒｈ ｅｒ ｏｒｈ ｅｒ ｏｒｈ

１．２

１ ／ ８ ９．５５０５３×１０－９ － １．２９４３×１０－８ － １．６８６５１×１０－８ －

１ ／ １６ ７．３０３９１×１０－１０ ３．７０９ ９．６６０７９×１０－１０ ３．７４４ １．１８８０９×１０－９ ３．８２７

１ ／ ３２ ５．０９６０８×１０－１１ ３．８４１ ６．５６５９５×１０－１１ ３．８７９ ７．７８９１３×１０－１１ ３．９３１

１ ／ ６４ ３．３６３５３×１０－１２ ３．９２１ ４．２２８４１×１０－１２ ３．９５７ ４．９３４１５×１０－１２ ３．９８１

　 　 Ｅｘａｍｐｌｅ １ 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ （ １） ｗｉｔｈ
Ｋβ ＝ Ｋγ ＝ １， Ｌ１ ＝ Ｌ２ ＝ Ｔ ＝ １， ｆ（ｕ） ＝ ｓｉｎ（ｕ），

ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｅｘｐ （ － ｔ）［ １
２ｃｏｓ（βπ ／ ２）

ｙ４（１ － ｙ） ４·

　 　 　 Φ（ｘ，β） ＋ １
２ｃｏｓ（γπ ／ ２）

ｘ４（１ － ｘ） ４·

　 　 　 Φ（ｙ，γ）］ － ｅｘｐ （－ ｔ） ｘ（１ － ｘ）ｙ（１ － ｙ）( ) ４ －
　 　 　 　 ｓｉｎ（ｕ）
ａｎｄ

Φ（ ｚ，α） ＝ Γ（５）
Γ（５ － α）

［ ｚ４－α ＋ （１ － ｚ） ４－α］ －

　 　 　 ４Γ（６）
Γ（６ － α）

［ ｚ５－α ＋ （１ － ｚ） ５－α］ ＋

　 　 　 ６Γ（７）
Γ（７ － α）

［ ｚ６－α ＋ （１ － ｚ） ６－α］ －

　 　 　 ４Γ（８）
Γ（８ － α）

［ ｚ７－α ＋ （１ － ｚ） ７－α］ ＋

·０１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 　 　 Γ（９）
Γ（９ － α）

［ ｚ８－α ＋ （１ － ｚ） ８－α］，

　 　 　 （ ｚ，α） ＝ （ｘ，β） ｏｒ （ｙ，γ）
Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ
ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｅｘｐ （ － ｔ） （ｘ（１ － ｘ）ｙ（１ － ｙ）） ４

Ｔａｂｌｅｓ １－４ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ｆｏｒ

ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｘａｍｐｌｅ １， ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ （７）
ａｎｄ ＬＯＤ ｓｃｈｅｍｅ （ １１） ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ｂｏｔｈ
ｓｃｈｅｍｅｓ ａｃｈｉｅｖｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ａｎｄ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐａｔｉａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ τ ） ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＣＧ⁃ＬＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ Δｔ ＝ ２ｈ

β γ τ
ＣＧ⁃ＬＯＤ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ τ ）

Ｉｔｅｒ Ｔｉｍｅ（ｓ） ｅｒ Ｉｔｅｒ Ｔｉｍｅ（ｓ） ｅｒ

１．２ １．２

１ ／ ２００ １０．６５ １０．６ １．８５３４６×１０－９ ４．００ １１．０ １．８５３４５×１０－９

１ ／ ６００ １１．１１ ２８０．９ ２．０６２９４×１０－１０ ４．００ ２６１．０ ２．０６２６１×１０－１０

１ ／ １０００ １１．１１ １５１７．２ ７．４３２６５×１０－１１ ４．００ １１２６．２ ７．４２８０１×１０－１１

１ ／ １４００ １１．０４ ４０１９．４ ３．７９４７７×１０－１１ ４．００ ３２１５．５ ３．７８９３６×１０－１１

１．５ １．５

１ ／ ２００ ２８．８５ ２１．２ ５．７３６９０×１０－９ ４．６２ １１．９ ５．７３６８９×１０－９

１ ／ ６００ ３６．５４ ６７３．２ ６．３８６７９×１０－１０ ５．００ ２８７．８ ６．３８６７９×１０－１０

１ ／ １０００ ３９．８９ ３４４３．３ ２．３０１４３×１０－１０ ５．００ １２５７．６ ２．３０１４２×１０－１０

１ ／ １４００ ４２．３９ １１４７５．２ １．１７４９０×１０－１０ ５．００ ３６４３．５ １．１７４８９×１０－１０

１．９ １．９

１ ／ ２００ ８９．７４ ６３．４ ２．９２０８５×１０－８ ４．００ １１．０ ２．９２０８５×１０－８

１ ／ ６００ １９３．３５ ３１１８．６ ３．２４２１０×１０－９ ４．００ ２５８．５ ３．２４２１０×１０－９

１ ／ １０００ ２４６．２５ １８７０５．９ １．１６７２１×１０－９ ４．００ １１４５．０ １．１６７２１×１０－９

１ ／ １４００ － － － ４．００ ３２８６．２ ５．９５５５８×１０－１０

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ τ ） ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＣＧ⁃ＡＤＩ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ Δｔ ＝ ２ｈ

β γ τ
ＣＧ⁃ＡＤＩ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ τ ）

Ｉｔｅｒ Ｔｉｍｅ（ｓ） ｅｒ Ｉｔｅｒ Ｔｉｍｅ（ｓ） ｅｒ

１．２ １．２

１ ／ ２００ １１．００ １０．７ ８．０６６１３×１０－１１ ４．００ １０．５ ８．０６９５５×１０－１１

１ ／ ６００ １１．０１ ２８０．８ ８．９７５２０×１０－１２ ４．００ ２５２．９ ９．０６１４３×１０－１２

１ ／ １０００ １１．０１ １３２８．１ ３．２９４８４×１０－１２ ４．００ １１３３．８ ３．３８２３３×１０－１２

１ ／ １４００ １１．０１ ３９１６．７ １．７８１５０×１０－１２ ４．００ ３２５９．６ １．８６７６６×１０－１２

１．５ １．５

１ ／ ２００ ２８．００ ２０．７ １．３７８６４×１０－１０ ４．０３ １１．０ １．３７９１６×１０－１０

１ ／ ６００ ３５．０３ ６５９．９ １．５３１５５×１０－１１ ５．００ ２９３．４ １．５３１５８×１０－１１

１ ／ １０００ ３９．０２ ３４３８．３ ５．５１２７９×１０－１２ ５．００ １２８２．４ ５．５１３３５×１０－１２

１ ／ １４００ ４１．０３ １０８１１．９ ２．８１７２８×１０－１２ ５．００ ３６６６．４ ２．８１２５０×１０－１２

１．９ １．９

１ ／ ２００ ８３．９７ ５４．８ ２．７８３８１×１０－１０ ４．００ １１．０ ２．７８３８１×１０－１０

１ ／ ６００ １８４．６９ ３０２２．５ ３．０９１８９×１０－１１ ４．００ ２５９．２ ３．０９２０５×１０－１１

１ ／ １０００ ２３６．４０ １８１９１．１ １．１１３０４×１０－１１ ４．００ １１４０．１ １．１１３２８×１０－１１

１ ／ １４００ － － － ４．００ ３２６３．８ ５．６８１６０×１０－１２

　 　 Ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ５－６， ｗｅ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ
ｏｕｒ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ τ ） ａｎｄ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ τ ） ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ
ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ＣＧ⁃ＬＯＤ ａｎｄ ＣＧ⁃ＡＤＩ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｉｔ ｉｓ
ｅｖｉｄｅｎｔ ｔｈａｔ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ （ τ ） ａｎｄ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ （ τ ）

ａｃｈｉｅｖｅ ｂｏｔｈ ａ ｌｏｗｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔ ａｎｄ ｒｅｄｕｃｅｄ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ． Ｆｏｒ ｉｎｓｔａｎｃｅ， ｗｈｅｎ β ＝ γ ＝ １．９，
ｈ ＝ １ ／ １０００ ， ｔｈｅ ＣＧ⁃ＬＯＤ ｍｅｔｈｏｄ ａｃｈｉｅｖｅｓ ａｎ
ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ １．１６７２１×１０－９ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｓｔ ｏｆ ａｎ ａｖｅｒａｇｅ ｏｆ

·１１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

２４６． ２５ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ １８７０５．９ ｓ． Ｉｎ ｃｏｎｔｒａｓｔ， ＰＣＧ⁃
ＬＯＤ（ τ ） ａｃｈｉｅｖｅｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ｏｎｌｙ ４．００
ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｎ ａｖｅｒａｇｅ ａｎｄ ａ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｏｆ
１１４５．０ ｓ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｍａｒｋｅｄｌｙ ｅｎｈａｎｃｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．

Ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｃｉｒｃｕｌａｎｔ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ （１６） ａｎｄ （１７）
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＳＴ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍａｔｒｉｃｅｓ［２０，３７］ ． Ａｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｉｎ
Ｔａｂｌｅｓ ７ － ８， ｏｕｒ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ （ τ ） ａｎｄ ＰＣＧ⁃ＡＤＩ （ τ ）
ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ

ａｖｅｒａｇｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ Ｓ ／ Ｔ ） ａｎｄ
ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ Ｓ ／ Ｔ ）．

Ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇｓ． １ ａｎｄ ２． Ａｓ ｃｌｅａｒｌｙ ｓｈｏｗｎ， ｍａｔｒｉｃｅｓ
（τ（Ｂ ＋

β ））
－１Ｂ ＋

β ａｎｄ （τ（Ｂ ＋
γ ））

－１Ｂ ＋
γ ｅｘｈｉｂｉｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ

ｇｒｅａｔｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｍａｔｒｉｃｅｓ
（Ｓ（Ｂ ＋

β ））
－１Ｂ ＋

β ， （Ｔ（Ｂ ＋
β ））

－１Ｂ ＋
β ， （Ｓ（Ｂ ＋

γ ））
－１Ｂ ＋

γ ａｎｄ
（Ｔ（Ｂ ＋

γ ））
－１Ｂ ＋

γ ． Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｏｒ
ｖａｒｉｏｕｓ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ， ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｔａｂｌｅｓ ７－８， ｌｅｎｄ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｕｐｐｏｒｔ ｔｏ ｔｈｉｓ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ．

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ Δｔ ＝ ２ｈ

β γ ｈ
ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ τ ） ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ Ｓ ） ＰＣＧ⁃ＬＯＤ（ Ｔ ）

Ｉｔｅｒ ｅｒ Ｉｔｅｒ ｅｒ Ｉｔｅｒ ｅｒ

１．２ １．２

１ ／ ２００ ４．００ １．８５３４５×１０－９ ５．００ １．８５３４６×１０－９ ４．０５ １．８５３４６×１０－９

１ ／ ６００ ４．００ ２．０６２６１×１０－１０ ４．０２ ２．０６２９９×１０－１０ ４．０２ ２．０６２８７×１０－１０

１ ／ １０００ ４．００ ７．４２８０１×１０－１１ ４．０２ ７．４３１０２×１０－１１ ４．０１ ７．４３１７３×１０－１１

１ ／ １４００ ４．００ ３．７８９３６×１０－１１ ４．０１ ３．７９１７６×１０－１１ ４．０１ ３．７９３５２×１０－１１

１．５ １．５

１ ／ ２００ ４．６２ ５．７３６８９×１０－９ ４．１０ ５．７３６９２×１０－９ ５．０６ ５．７３６９０×１０－９

１ ／ ６００ ５．００ ６．３８６７９×１０－１０ ５．００ ６．３８６７９×１０－１０ ５．０３ ６．３８６７８×１０－１０

１ ／ １０００ ５．００ ２．３０１４２×１０－１０ ５．００ ２．３０１４２×１０－１０ ４．６１ ２．３０１２８×１０－１０

１ ／ １４００ ５．００ １．１７４８９×１０－１０ ５．００ １．１７４８９×１０－１０ ４．６０ １．１７４８５×１０－１０

１．９ １．９

１ ／ ２００ ４．００ ２．９２０８５×１０－８ ４．００ ２．９２０８５×１０－８ ８．４１ ２．９２０８５×１０－８

１ ／ ６００ ４．００ ３．２４２１０×１０－９ ４．０７ ３．２４２０９×１０－９ ８．７８ ３．２４２１０×１０－９

１ ／ １０００ ４．００ １．１６７２１×１０－９ ４．６０ １．１６７２１×１０－９ ８．１６ １．１６７２１×１０－９

１ ／ １４００ ４．００ ５．９５５５８×１０－１０ ５．００ ５．９５５５９×１０－１０ ８．０９ ５．９５５５９×１０－１０

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ Δｔ ＝ ２ｈ

β γ ｈ
ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ τ ） ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ Ｓ ） ＰＣＧ⁃ＡＤＩ（ Ｔ ）

Ｉｔｅｒ ｅｒ Ｉｔｅｒ ｅｒ Ｉｔｅｒ ｅｒ

１．２ １．２

１ ／ ２００ ４．００ ８．０６９５５×１０－１１ ５．００ ８．０６６１８×１０－１１ ４．０１ ８．０６５１７×１０－１１

１ ／ ６００ ４．００ ９．０６１４３×１０－１２ ４．０１ ８．９５０７０×１０－１２ ４．０１ ８．９９１１５×１０－１２

１ ／ １０００ ４．００ ３．３８２３３×１０－１２ ４．０１ ３．２５５６４×１０－１２ ４．００ ３．２３８８７×１０－１２

１ ／ １４００ ４．００ １．８６７６６×１０－１２ ４．００ １．７１１６２×１０－１２ ４．００ １．６４８１６×１０－１２

１．５ １．５

１ ／ ２００ ４．０３ １．３７９１６×１０－１０ ４．０３ １．３７８２６×１０－１０ ５．０２ １．３７８６５×１０－１０

１ ／ ６００ ５．００ １．５３１５８×１０－１１ ５．００ １．５３１５５×１０－１１ ４．９８ １．５３１５２×１０－１１

１ ／ １０００ ５．００ ５．５１３３５×１０－１２ ５．００ ５．５１３４６×１０－１２ ４．０４ ５．６４７３１×１０－１２

１ ／ １４００ ５．００ ２．８１２５０×１０－１２ ５．００ ２．８１３１４×１０－１２ ４．０３ ２．８５９２０×１０－１２

１．９ １．９

１ ／ ２００ ４．００ ２．７８３８１×１０－１０ ４．００ ２．７８３７９×１０－１０ ８．０２ ２．７８３８１×１０－１０

１ ／ ６００ ４．００ ３．０９２０５×１０－１１ ４．０１ ３．０９３１１×１０－１１ ８．０２ ３．０９１８９×１０－１１

１ ／ １０００ ４．００ １．１１３２８×１０－１１ ４．０２ １．１１５５６×１０－１１ ８．０１ １．１１３０２×１０－１１

１ ／ １４００ ４．００ ５．６８１６０×１０－１２ ５．００ ５．６７８７６×１０－１２ ８．０１ ５．６７８３６×１０－１２

·２１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ Ｂ ＋
β ， （τ（Ｂ ＋

β ））
－１Ｂ ＋

β ， （Ｓ（Ｂ ＋
β ））

－１Ｂ ＋
β ａｎｄ （Ｔ（Ｂ ＋

β ））
－１Ｂ ＋

β ｗｉｔｈ ｈ ＝ Δｔ ＝ １ ／ ２６ ａｎｄ β ＝
γ ＝ １．９ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ Ｂ ＋
γ ， （τ（Ｂ ＋

γ ））
－１Ｂ ＋

γ ， （Ｓ（Ｂ ＋
γ ））

－１Ｂ ＋
γ ａｎｄ （Ｔ（Ｂ ＋

γ ））
－１Ｂ ＋

γ ｗｉｔｈ ｈ ＝ Δｔ ＝ １ ／ ２６ ａｎｄ β ＝
γ ＝ １．９ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ １

·３１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ＡＤＩ ａｎｄ ＬＯＤ ｍｅｔｈｏｄｓ
ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｈｅｒｅｉｎ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ２Ｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＲＳＦＤＥｓ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｅｘｐｌｉｃｉｔ
ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｔｈａｔ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｅｍｐｏｒａｌ
ａｎｄ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐａｔｉａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｂｏｔｈ ｓｃｈｅｍｅｓ．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｓ ａ τ⁃
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ， ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅｓｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｉｔ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ ｍａｔｒｉｘ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｕｍ
ｏｆ ａｎ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ， ａ ｓｍａｌｌ⁃ｎｏｒｍ ｍａｔｒｉｘ， ａｎｄ ａ ｌｏｗ⁃
ｒａｎｋ ｍａｔｒｉｘ． Ａｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ， ｂｏｔｈ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍ ｅｘｉｓｔｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｂｏｔｈ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｃｏｓｔ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙ ｅｖｉｄｅｎｃｅ ｓｕｇｇｅｓｔｓ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｍａｙ ａｌｓｏ ｂｅ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ
ｔｏ ｔｈｅ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｂｙ Ｈｕ ａｎｄ Ｃａｏ ［３３］，
ｗｈｉｃｈ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ａ ｐｅｒｔｉｎｅｎｔ ｓｕｂｊｅｃｔ ｆｏｒ ｏｕｒ ｆｕｒｔｈｅｒ
ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｍｅｔｚｌｅｒ Ｒ， Ｎｏｎｎｅｎｍａｃｈｅｒ Ｔ Ｆ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ， ２００３， １９ （ ７）： ９４１ － ９５９． ＤＯＩ： １０．
１０１６ ／ Ｓ０７４９－６４１９（０２）０００８７－６．

［２］Ｂｅｎｓｏｎ Ｄ Ａ， Ｗｈｅａｔｃｒａｆｔ Ｓ Ｗ， Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ Ｍ Ｍ．
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ．
Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０００， ３６ （ ６）： １４０３ － １４１２．
ＤＯＩ：１０．１０２９ ／ ２０００ＷＲ９０００３１．

［３］Ｒａｂｅｒｔｏ Ｍ， Ｓｃａｌａｓ Ｅ， Ｍａｉｎａｒｄｉ Ｆ． Ｗａｉｔｉｎｇ⁃ｔｉｍｅｓ ａｎｄ
ｒｅｔｕｒｎｓ ｉｎ ｈｉｇｈ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｉｎａｎｃｉａｌ ｄａｔａ： Ａｎ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ
ｓｔｕｄｙ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ：Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２００２， ３１４（１ － ４）： ７４９ － ７５５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ Ｓ０３７８ － ４３７１
（０２）０１０４８－８．

［４］Ｓａｂａｔｅｌｌｉ Ｌ， Ｋｅａｔｉｎｇ Ｓ， Ｄｕｄｌｅｙ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｉｔｉｎｇ ｔｉｍｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｆｉｎａｎｃｉａｌ ｍａｒｋｅｔｓ． Ｔｈｅ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｐｈｙｓｉｃａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ Ｂ⁃Ｃｏｎｄｅｎｓｅｄ Ｍａｔｔｅｒ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｓｙｓｔｅｍｓ ， ２００２，
２７： ２７３－２７５．ＤＯＩ：１０．１１４０ ／ ｅｐｊｂ ／ ｅ２００２０１５１．

［５］Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ Ｍ Ｍ， Ｔａｄｊｅｒａｎ Ｃ． Ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｆｌｏｗ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００４， １７２（１）： ６５－７７．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｃａｍ．
２００４．０１．０３３．

［６］Ｌａｎｇｌａｎｄｓ Ｔ Ａ Ｍ，Ｈｅｎｒｙ Ｂ Ｉ． Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ
ａｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００５，２０５（２）：
７１９－７３６．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２００４．１１．０２５．

［７］Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ Ｍ Ｍ， Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ Ｈ Ｐ， Ｔａｄｊｅｒａｎ Ｃ． Ｆｉｎｉｔｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００６，２１１（１）：
２４９－２６１．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２００５．０５．０１７．

［８］Ｌｉｕ Ｆ， Ａｎｈ Ｖ， Ｔｕｒｎｅｒ Ｉ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００４， １６６（１）： ２０９－２１９．ＤＯＩ：
１０．１０１６ ／ ｊ．ｃａｍ．２００３．０９．０２８．

［９］Ｅｒｖｉｎ Ｖ Ｊ，Ｈｅｕｅｒ Ｎ， Ｒｏｏｐ Ｊ Ｐ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ
ａ ｔｉｍｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００７，
４５（２）： ５７２－５９１．ＤＯＩ：１０．１１３７ ／ ０５０６４２７５７．

［１０］Ｄｅｎｇ Ｗ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ａｎｄ ｔｉｍｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ ｅｑｕａｔｉｏｎ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００８， ４７ （ １）： ２０４ － ２２６． ＤＯＩ：１０．
１１３７ ／ ０８０７１４１３０．

［１１］Ｆｕ Ｈ，Ｓｕｎ Ｙ， Ｗａｎｇ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ
ａ Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０１９， １３９： ３８－５１．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ａｐｎｕｍ．２０１９．０１．００５．

［１２］Ｈｅｊａｚｉ Ｈ， Ｍｏｒｏｎｅｙ Ｔ， Ｌｉｕ Ｆ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ａｄｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ＆
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１４， ２５５： ６８４ － ６９７． ＤＯＩ： １０．
１０１６ ／ ｊ．ｃａｍ．２０１３．０６．０３９．

［１３］Ｓｉｍｍｏｎｓ Ａ，Ｙａｎｇ Ｑ， Ｍｏｒｏｎｅｙ Ｔ． Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｓｉｄｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ
ｍｅｓｈｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１７， ３３５：
７４７－７５９．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２０１７．０１．０６１．

［１４］Ｏｒｔｉｇｕｅｉｒａ Ｍ Ｄ． Ｒｉｅｓｚ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅｓ ｖｉａ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃｅｎｔｒｅｄ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００６，２００６（１）：
０４８３９１．ＤＯＩ：１０．１１５５ ／ ＩＪＭＭＳ ／ ２００６ ／ ４８３９１．

［１５］Çｅｌｉｋ Ｃ， Ｄｕｍａｎ Ｍ． Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｉｅｓｚ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１２，
２３１（４）： １７４３－１７５０．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２０１１．１１．００８．

［１６］Ｔｉａｎ Ｗ， Ｚｈｏｕ Ｈ， Ｄｅｎｇ Ｗ． Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１５，
８４（２９４）：１７０３－１７２７．ＤＯＩ：１０．１０９０ ／ ｓ００２５－５７１８－２０１５－０２９１７－
２．

［１７］Ｚｈｏｕ Ｈ， Ｔｉａｎ Ｗ Ｙ， Ｄｅｎｇ Ｗ Ｈ． Ｑｕａｓｉ⁃ｃｏｍｐａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１３， ５６： ４５－６６．ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ ｓ１０９１５－０１２－９６６１－０．

［１８］Ｈａｏ Ｚ Ｐ， Ｓｕｎ Ｚ Ｚ， Ｃａｏ Ｗ Ｒ． Ａ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｗｉｔｈ ｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５，
２８１： ７８７－８０５．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２０１４．１０．０５３．

［１９］Ｙｕ Ｊ Ｗ， Ｚｈａｎｇ Ｃ Ｈ， Ｈｕａｎｇ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｒｉｅｓｚ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｊａｐａｎ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２３，４０：
５３７－５６２．ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１３１６０－０２２－００５５１－ｗ．

［２０］Ｃｈａｎ Ｔ Ｆ． Ａｎ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｉｒｃｕｌａｎｔ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｓｙｓｔｅｍｓ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，１９８８，９（４）：７６６－７７１．ＤＯＩ：１０．１１３７ ／ ０９０９０５１．

［２１］Ｃｈａｎ Ｒ Ｈ． Ｃｉｒｃｕｌａｎｔ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ ｆｏｒ Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ｓｙｓｔｅｍｓ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｍａｔｒｉｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９８９， １０： ８７６ － ８９６． ＤＯＩ： １０． １１３７ ／
０６１００３９．

［２２］Ｔａｎｇ Ｓ Ｐ， Ｙａｎｇ Ａ Ｌ， Ｚｈｏｕ Ｊ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｒ． Ｃｈａｎ􀆳ｓ
ｃｉｒｃｕｌａｎｔ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ａｄｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ．
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２４， ４３（２）：
ａｒｔｉｃｌｅ ｎｕｍｂｅｒ ９７．ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ４０３１４－０２４－０２５９２－ｙ．

［２３］Ｚｈａｎｇ Ｃ Ｈ， Ｙｕ Ｊ Ｗ， Ｗａｎｇ Ｘ． Ａ ｆａｓｔ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｒｉｅｓｚ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ２０２３， ９２： １８１３－１８３６．
ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１１０７５－０２２－０１３６７－ｙ．

［２４］Ｌｉｎ Ｘ Ｌ， Ｈｕａｎｇ Ｘ， Ｎｇ Ｍ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ａ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ
ｆｏｒ ａ ｎｏｎ⁃ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｉｓｉｎｇ ｆｒｏｍ
ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２０２３，９２：７９５－８１３．ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ ｓ１１０７５－０２２－０１３４２－７．

［２５］Ｈｕａｎｇ Ｙ Ｙ， Ｑｕ Ｗ， Ｌｅｌ Ｓ Ｌ． Ｏｎ τ⁃ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ａ
ｎｏｖｅｌ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
Ｒｉｅｓｚ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２３，１４５：１２４－１４０．ＤＯＩ：
１０．１０１６ ／ ｊ．ｃａｍｗａ．２０２３．０６．０１５．

［２６］Ｔａｄｊｅｒａｎ Ｃ， Ｍｅｅｒｓｃｈａｅｒｔ Ｍ Ｍ． Ａ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ａｃｃｕｒａｔｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ，
２００７， ２２０ （２）： ８１３ － ８２３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｃｐ． ２００６． ０５．
０３０．

［２７］Ｗａｎｇ Ｈ， Ｗａｎｇ Ｋ． Ａｎ Ｏ （Ｎ ｌｏｇ２Ｎ） ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ，
２０１１， ２３０（２１）： ７８３０－７８３９．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ． ｊｃｐ．２０１１．０７．
００３．

［２８］Ｗａｎｇ Ｈ， Ｄｕ Ｎ． Ｆａｓｔ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉffｕｓｉｏｎ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１４， ２５８：
３０５－３１８．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｊｃｐ．２０１３．１０．０４０．

［２９］Ｑｉｎ Ｊ，Ｗａｎｇ Ｔ． Ａ ｃｏｍｐａｃｔ ｌｏｃａｌｌｙ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐａｒａｂｏｌｉｃ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１１， ２７（１）： １２８－
１４２．ＤＯＩ：１０．１００２ ／ ｃｎｍ．１２９９．

［３０］Ｗａｎｇ Ｔ， Ｗａｎｇ Ｙ Ｍ． Ａ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐａｃｔ ＬＯＤ
ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ
ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１４， ２３７： ５１２－５３０．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ． ａｍｃ．
２０１４．０３．１３９．

［３１］Ｔａｎｇ Ｓ Ｐ， Ｈｕａｎｇ Ｙ Ｍ． Ａ ｆａｓｔ ＡＤＩ ｂａｓｅｄ ｍａｔｒｉｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉffｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｆｏｒｍ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２３，
１４４： ２１０－２２０．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｃａｍｗａ．２０２３．０５．０２８．

［３２］Ｃｈｅｎ Ｍ， Ｗａｎｇ Ｙ， Ｃｈｅｎｇ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ＬＯＤ
ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｓｚ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｂｉｔ Ｎｕｍｅｒ Ｍａｔｈ， ２０１４， ５４： ６２３－６４７．
ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０５４３－０１４－０４７７－１．

［３３］Ｈｕ Ｄ， Ｃａｏ Ｘ． Ａ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐａｃｔ ＡＤＩ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ
ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｓｚ ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１４， ９７（９）： １９２８－ １９４８．ＤＯＩ：１０．１０８０ ／
００２０７１６０．２０１９．１６７１５８７．

［３４］Ｓｕｎ Ｚ Ｚ． Ｔｈｅ Ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｏｒｄｅｒ Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ｉｔｓ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｐａｒｔｉａｌ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２００９．

［３５］Ｂｉｎｉ Ｄ， Ｂｅｎｅｄｅｔｔｏ Ｆ． Ａ ｎｅｗ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆ ｔｈｅ Ｓｅｃｏｎｄ Ａｎｎｕａｌ ＡＣＭ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｓ， Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： ＡＣＭ， １９９０：
２２０－２２３．ＤＯＩ：１０．１１４５ ／ ９７４４４．９７６８８．

［３６］Ｊｉｎ Ｘ． Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｆｏｒ Ｔｏｅｐｌｉｔｚ Ｓｙｓｔｅｍｓ．
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