
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２０２５－０６－０８．
Ｓｐｏｎｓｏｒｅｄ ｂｙ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． １２２６１０１９） ａｎｄ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ Ｐｒｏｊｅｃｔ ｏｆ Ｓｈａａｎｘｉ
Ｐｒｏｖｉｎｃｅ （Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． ２０２４ＪＣＢＹＢＭＳ－０１９）， Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｆｕｎｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ， ａｎｄ ｔｈｅ Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｆｕｎｄ ｏｆ Ｘｉｄｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
（Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． ＹＪＳＪ２５００９） ．
∗Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ． Ｈｏｎｇｗｅｉ Ｌｉｕ， Ｐｈ．Ｄ， Ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ． Ｅｍａｉｌ： ｈｗｌｉｕｘｉｄｉａｎ＠ １６３．ｃｏｍ．

Ｃｉｔａｔｉｏｎ： Ｂｉｎｇｘｕｅ Ｃｈｕ， Ｈｏｎｇｗｅｉ Ｌｉｕ， Ｍｅｉｙｉｎｇ Ｗａｎｇ． Ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ） ．ＤＯＩ：１０．
１１９１６ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１００５－９１１３．２５０３１

Ｔｈｅ Ｆｅａｓｉｂｌｅ Ｉｎｅｘａｃｔ Ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ Ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｏｌｖｉｎｇ
Ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ Ｓｐａｃｅ

Ｂｉｎｇｘｕｅ Ｃｈｕ， Ｈｏｎｇｗｅｉ Ｌｉｕ∗ ａｎｄ Ｍｅｉｙｉｎｇ Ｗａｎｇ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｘｉｄｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ􀆳ａｎ ７１０１２６， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ａ ｎｅｗ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｃｏｍｂｉｎｅｓ ａｎ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｗｉｔｈ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｉｎｔｅｇｒａｔｅｓ ａ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ， ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｈｏｗｓ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｓ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ
ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｉｓ ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｓｔｒｏｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ｔｈｅ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｒｅ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｙｐｉｃａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ａｄｖａｎｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ｂｙ ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ
ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｏ ｂｒｏａｄｅｒ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ． Ｉｔ ａｌｓｏ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｓｃａｌａｂｌｅ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｐａｒａｄｉｇｍ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ， ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｍａｐｐｉｎｇ， ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ： Ｏ２２４　 　 　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ： Ａ　 　 　 　 　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ： １００５⁃９１１３（２０２５）００⁃００００⁃１２

０　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　 　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： Ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｅｘｔ ｏｆ ａ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ，
ｇｉｖｅｎ ａ ｎｏｎｅｍｐｔｙ ｓｕｂｓｅｔ Ｃ ⊂ Ｈ ｔｈａｔ ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ
ｃｏｎｖｅｘ， ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ∶ Ｈ → Ｈ ， ｗｅ ｓｅｅｋ ａｎ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｘ ∈ Ｃ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

〈Ｆ（ｘ），ｙ － ｘ〉 ≥ ０，∀ｙ ∈ Ｃ （１）
Ｗｅ ａｂｂｒｅｖｉａｔｅ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｓ ＶＩＰ［１］ ． Ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ

ａｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｐｒｏｂｌｅｍ （１） ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｓ ， ａｎｄ ｉｓ
ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ｎｏｎｅｍｐｔｙ． Ｔｈｅ ｓｅｔ ＳＤ ， ｗｈｉｃｈ ｃｏｎｓｉｓｔｓ
ｏｆ ａｌｌ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ，

〈Ｆ（ｙ），ｙ － ｘ〉 ≥ ０，∀ｙ ∈ Ｃ （２）
Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｔｈｅ ｓｅｔ ＳＤ ｉｓ ｂｏｔｈ ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｘ，

ａｎｄ ＳＤ ⊂ Ｓ ， Ｆｏｒ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ
ｎｏｎｅｍｐｔｙ． Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ａｎｄ
ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ｏｆ Ｃ ，ｉｆ Ｆ ａｌｓｏ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ
ｂｅｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｔｓ Ｓ ａｎｄ ＳＤ

ｃｏｉｎｃｉｄｅ， ａｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｉｎ Ｌｅｍｍａ ２． １ ｆｒｏｍ

Ｒｅｆ．［２］ ．Ｂｕｔ ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ Ｓ⊂ ＳＤ ｆａｉｌｓ ｔｏ ｒｅｍａｉｎ ｔｒｕｅ
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ ｅｘｈｉｂｉｔｓ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ．

Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ａ
ｒａｎｇｅ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ⁃ｂａｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
ａｎｄ ｒｉｇｏｒｏｕｓｌｙ ｅｘａｍｉｎｅｄ ｉｎ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｓｔｕｄｉｅｓ ［３－１２］ ． Ｗｅ
ｏｐｅｒａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｅｘｔ ｏｆ ａ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ， ａｎｄ
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔ Ｃ ｔｈａｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｒｅｅ
ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ： ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ｅｍｐｔｙ， ｃｌｏｓｅｄ ａｎｄ
ｃｏｎｖｅｘ． Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｔｈａｔ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｐｏｉｎｔ
ｉｎ Ｃ ｃｌｏｓｅｓｔ ｔｏ ａ ｇｉｖｅｎ ｖｅｃｔｏｒ ｘ∈Ｈ ｉｓ ｆｏｒｍａｌｌｙ ｄｅｆｉｎｅｄ
ａｓ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ＰＣ ． Ｉｔ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ：

ＰＣ（ｘ） ＝ ａｒｇｍｉｎ｛‖ｙ － ｘ‖ ∶ ｙ ∈ Ｃ｝ （３）
Ｐｒｏｂｌｅｍ （１） ｍａｙ ａｌｓｏ ｂｅ ｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ

ｆｉｘｅｄ⁃ｐｏｉｎｔ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ， ｎａｍｅｌｙ， ｉｔｓ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓ ｔｏ ｌｏｃａｔｉｎｇ ａ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｙｐｅ ：ｆｉｎｄ ｘ∗ ∈
Ｃ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｘ∗ ＝ ＰＣ（ｘ∗ － λＦ（ｘ∗））， ｆｏｒ ａｎｙ λ ＞ ０．

Ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｆｏｒｍｕｌａ，
ｗｅ ａｒｅ ａｂｌｅ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅ，
ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａｓ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ

·１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｍｅｔｈｏｄ． Ａｄｄｒｅｓｓｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
ｏｆｔｅｎ ｌｅａｄｓ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ Ｇｒａｄｉｅｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ （ＰＧＭ）， ｗｈｉｃｈ ｔｙｐｉｃａｌｌｙ ｓｔａｎｄｓ ｏｕｔ ｄｕｅ ｔｏ ｉｔｓ
ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｗｉｄｅｓｐｒｅａｄ ａｄｏｐｔｉｏｎ［１３］， ａｓ ｄｅｔａｉｌｅｄ
ｂｅｌｏｗ：

ξｔ ＋１ ＝ ＰＣ（ξｔ － λＦ（ξｔ））
Ａｓｓｕｍｉｎｇ Ｆ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ

ｍｏｄｕｌｕｓ η ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｔｈｅｎ
ｔａｋｉｎｇ ａｎｙ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｃａｌａｒ ｓｔｅｐ λ ｅｎｓｕｒｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｉｔｅｒａｔｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｅｘｈｉｂｉｔ
ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ， ｕｌｔｉｍａｔｅｌｙ ａｒｒｉｖｉｎｇ ａｔ
ｔｈｅ ｓｏｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．
Ｔｈｅｓｅ ｓｔｒｉｃｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｇｒｅａｔｌｙ ｌｉｍｉｔ ｔｈｅ ｓｃｏｐｅ ｏｆ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｉｆ Ｆ
ｏｎｌｙ ｈｏｌｄｓ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｎｄ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ， ｔｈｅ
ＰＧＭ ｉｓ ｎｏｔ ｅｎｓｕｒｅｄ ｔｏ ｃｏｎｖｅｒｇｅ， ａｓ ｎｏｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．
［１４ ］ ． Ｋｏｒｐｅｌｅｖｉｃｈ ａｎｄ Ａｎｔｉｐｉｎ［１５－１６］ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｔａｃｋｌｅ ＶＩＰ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ，
ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｋｎｏｗｎ ａｓ Ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ （ＥＧＭ）
ｃａｎ ｂｅ ｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

＝ ＰＣ ξｔ － λＦ ξｔ( )( )

　 　 　 　 ξｔ ＋１ ＝ ＰＣ（ξｔ － λＦ（ ））
Ｉｔ ｒｅｌｉｅｓ ｏｎ ａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ｔｈａｔ ｅｘｈｉｂｉｔｓ

ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ，
ａｎｄ ｉｔｓ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｕｐｄａｔｅｓ ａｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ λ ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｃｈｏｓｅｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ０，１ ／ Ｌ( ) ．

Ｉｎ ｃｏｎｔｅｘｔｓ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｍａｐ ｏｎｌｙ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ， ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｍｅｔｈｏｄ， ａｓ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ Ｒｅｆｓ．［１１－１２］， ｃａｎ ｂｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｕｎｄｅｒ
ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｎｏｎｅｍｐｔｉｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｅｔ ＳＤ ． Ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ Ｙｅ ａｎｄ Ｈｅ［３］， ａ ｎｏｖｅｌ ｄｕａｌ⁃
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｗａｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ （ ｏｒ ｐｏｔｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃
ｍｏｎｏｔｏｎｅ） ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ
ｓｐａｃｅｓ ℝ ｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｋｅｙ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｓｅｔ ＳＤ ｉｓ ｎｏｎｅｍｐｔｙ．

Ｔｙｐｉｃａｌｌｙ， ｅａｃｈ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｗｏ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ
ｄｏｍａｉｎ． Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｂｕｒｄｅｎ ｂｅｃｏｍｅｓ
ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ ｐｒｏｎｏｕｎｃｅｄ ｗｈｅｎ ｄｅａｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ⁃
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｍａｙ ｓｕｂｓｔａｎｔｉａｌｌｙ ｅｌｅｖａｔｅ ｐｅｒ⁃ｉｔｅｒａｔｉｏｎ
ｅｘｐｅｎｓｅｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙ
ｄｅｖｉａｔｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍ，
ｉｔ ｍａｙ ｎｏｔ ｂｅ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ｔｏ ｐｅｒｆｏｒｍ ａｎ ｅｘａｃｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ． Ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｄｅｃａｄｅｓ， ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ［１２， １７－２３］ ｈａｖｅ

ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｌｙ ｄｅｖｉｓｅｄ ｖａｒｉｏｕｓ ｉｎｅｘａｃｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｏ ｒｅｄｕｃｅ
ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｓｔ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ．

Ｍｉｌｌáｎ ｅｔ ａｌ．［２４］ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｎｅｗ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｔｈａｔ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｓ ｔｈｅ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｔａｃｋｌｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ
（ １ ） ｗｉｔｈ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎ Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ
ｓｐａｃｅ ｏｆ ｌｉｍｉｔｅｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ， ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｏｎ ｍｏｒｅ
ｓｏｐｈｉｓｔｉｃａｔｅｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ ｍａｎｙ
ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ［３－１０， ２５］ ． Ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ
ｒｅｐｌａｃｅｓ ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｂｙ
ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ：

　 　 ∈ Ｐγｔ
Ｃ ξｔ，ξｔ － ｒＦ ξｔ( )( )

　 　 ξｔ ＋１ ∈ Ｐγｔ
Ｃ ξｔ，ξｔ － ｒＦ（ ）( )

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ｉｓ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ， Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ． Ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｒ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ０ ≤ ｒ ≤
　
１ － ２ γ－ ／ Ｌ ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ γｎ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ０ ≤

γｔ ≤ γ－ ． Ｔｈｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ Ｐγ
Ｃ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

　 　 Ｐγ
Ｃ（ａ，τ） ∶＝ { ｌ ∈ Ｃ ∶ 〈τ － ｌ， － ｌ〉 ≤

　 　 　 　 γ ｌ － ａ ２，∀ ∈ Ｃ } （４）

Ｍｏｔｉｖａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｉｓ ｌｉｎｅ ｏｆ ｒｅｓｅａｒｃｈ， ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｓｔｕｄｙ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｓ ｔｈｅ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ａ ｔｏｌｅｒａｂｌｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ａ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ
ＶＩＰｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ
ｓｐａｃｅ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｔｈａｔ， ｗｉｔｈｉｎ ａ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ， ｉｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｃｈｉｅｖｅｓ
ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ａｌｉｇｎｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［１６， ２６］ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，
ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｅｘｈｉｂｉｔｓ δ ⁃ｓｔｒｏｎｇ
ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｗｉｔｈｉｎ ａ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ， ｔｈｅ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｓ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔｓ ｗｈｏｓｅ
ｌｉｍｉｔ ｉｓ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｂｅｉｎｇ ｏｆ ａ ｓｔｒｏｎｇ ｎａｔｕｒｅ．

Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： Ｓｅｃｔｉｏｎ
１ ｏｕｔｌｉｎｅｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ａｎｄ ａｓｓｅｍｂｌｅｓ ｔｈｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ ｔｏ ｐｒｏｖｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｓｅｃｔｉｏｎ ２ ｄｅｔａｉｌｓ ａｎ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ， ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ａ
ｒｉｇｏｒｏｕｓ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｉｔｓ ｗｅａｋ ａｎｄ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｕｎｄｅｒ ｐｒｅｄｅｆｉｎｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ
ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ􀆳ｓ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｙｐｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｉｎｓｔａｎｃｅｓ． Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４．

·２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

　 　 Ｌｅｔ Ｈ ｂｅ ａ ｒｅａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ
ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔｓ ａｎｄ ｎｏｒｍｓ， ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ａｓ 〈·，·〉 ， ａｎｄ
‖·‖ ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｎｏｔａｔｉｏｎ， ｔｈｅ
ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｓｙｍｂｏｌ → ， ｗｈｅｒｅａｓ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｗｅａｋ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ⇀ ．

Ａｓｓｕｍｅ ｗｅ ｈａｖｅ ａ ｓｕｂｓｅｔ Ｃ ｒｅｓｉｄｉｎｇ ｉｎ ａ ｒｅａｌ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ． Ｔｈｉｓ ｓｅｔ Ｃ ｉｓ ｎｏｎｅｍｐｔｙ ａｎｄ ｅｘｈｉｂｉｔｓ
ｂｏｔｈ ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｂｅｉｎｇ ｃｌｏｓｅｄ． Ｔｈｅ
ｌｅｍｍａ ｂｅｌｏｗ ｈｉｇｈｌｉｇｈｔｓ ｓｏｍｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｍｅｔｒｉｃ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ＰＣ ， ｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙ
ｕｔｉｌｉｚｅｄ ｉｎ ｒｅｌａｔｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｅｓ．

Ｌｅｍｍａ １［２７］ Ｆｏｒ ａｌｌ τ，ｖ ∈ Ｈ ， ａｎｄ η ∈ Ｃ ， ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ ｈｏｌｄ：
　 　 （ａ） 〈τ － ＰＣτ， ＰＣτ － η〉 ≥ ０． ＰＣτ － ＰＣｖ ≤
τ － ｖ ．

　 　 （ｂ） ＰＣ ｉｓ ｆｉｒｍｌｙ ｎｏｎｅｘｐａｎｓｉｖｅ， ｉ． ｅ．，
ＰＣτ － ＰＣｖ ２ ≤ τ － ｖ ‖２ － ‖（τ － ＰＣτ） － （ｖ －

ＰＣｖ） ２， ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ， ＰＣτ － η ２ ≤ τ － η ２ －
τ － ＰＣτ ２ ．

　 　 （ ｃ） Ａ ｉｓ δ ⁃ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ ， ｉｆ
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ δ ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ 〈Ａｖ，τ － ｖ〉 ≥０⇒〈Ａτ，τ －
ｖ〉 ≥ δ‖τ － ｖ‖２ ．
　 　 （ｄ） Ａ ｉｓ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ ， ｉｆ 〈Ａτ，ｖ － τ〉 ≥
０⇒〈Ａｖ，ｖ － τ〉 ≥ ０．
　 　 （ｅ） Ａ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｈ ， ｉｆ 〈Ａτ，ｖ － τ〉 ＞
０⇒〈Ａｖ，ｖ － τ〉 ≥ ０．
　 　 （ ｆ） Ａ ｉｓ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ Ｈ ， ｉｆ ａ
ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｌ ＞ ０ ｅｘｉｓｔｓ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ‖Ａτ －
Ａｖ‖ ≤ Ｌ‖τ － ｖ‖ ｈｏｌｄｓ．
　 　 （ｇ） Ａ ｉｓ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ ｗｅａｋｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ， ｉ．ｅ．， ｉｆ
τｋ{ } ⇀τ ， ｔｈｅｎ ｛Ａ（τｋ）｝ ⇀Ａ（τ） ．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ， （ｃ）⇒（ｄ）⇒（ｅ） ． Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ， ｔｈｅ
ｒｅｖｅｒｓｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｎｏｔ ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ ｉｎ ｇｅｎｅｒａｌ．

Ｔｈｉｓ ｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ ｒｅｖｉｓｉｔｓ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｆｅａｓｉｂｌｅ
ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｖｅｒ ｃｌｏｓｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｄｏｍａｉｎｓ，
ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｕｐｏｎ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌ ｗｏｒｋ ｄｏｃｕｍｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆｓ．
［１９－２０，２４－２５， ２８］ ． Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｓ ｓｅｖｅｒａｌ
ｎｏｖｅｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｉｎ
Ｒｅｆ． ［ ２４］， ｗｈｉｃｈ ｓｅｒｖｅ ａｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ
ｆｏｒ ｏｕｒ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｔｈｅ ｆｏｒｍａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅｓｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｅｌｏｗ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １　 （Ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ［２４］ ）
Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｃｏｎｖｅｘ ｓｕｂｓｅｔ Ｃ ｔｈａｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｃｌｏｓｅｄ ｗｉｔｈｉｎ ａ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ａｎｄ ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｅａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
γ（γ ≥ ０） ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ａ ｇｉｖｅｎ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｏｆ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ． Ｌｅｔ Ｐγ
Ｃ（ａ，ξ） ｄｅｎｏｔｅ ａ γ ⁃ｆｅａｓｉｂｌｅ

ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｏｆ ξ ｔａｋｅｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｉｎｔ ａ ∈ Ｃ ｏｎｔｏ Ｃ ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ
ｂｙ Ｅｑ．（４） ．

Ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ Ｐγ
Ｃ（ａ，ξ） ∶ Ｈ Ｃ ｉｓ

ｔｈｅ ｓｅｔ⁃ｖａｌｕｅｄ ｍａｐｐｉｎｇ． Ｔｈｉｓ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｅｘｔｅｎｄｓ
ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ． Ｂｅｌｏｗ， ｗｅ ａｎａｌｙｚｅ
ｋｅｙ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｏｐｅｒａｔｏｒ．

Ｌｅｍｍａ ２［２４］ Ｇｉｖｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ γ ≥ ０ ｂｅ ｅｒｒｏｒ
ｔｏｌｅｒａｎｃｅ， ｓｅｔ Ｃ⊂Ｈ ， ξ∈Ｈ ， ａ∈ Ｃ ａｎｄ γ ＞ ０， ｔｈｅｎ
　 　 （ａ） Ｗｈｅｎ γ ＝ ０， Ｐ０

Ｃ（ａ，ξ） ｃｏｉｎｃｉｄｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ξ ｏｎｔｏ Ｃ， ｆｏｒ ａｌｌ ξ ∈ Ｈ．
　 　 （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ Ｐ０

Ｃ（ａ，ξ） ⊂ Ｐγ
Ｃ（ａ，ξ） ｇｕａｒａｎｔｅｅｓ

Ｐγ
Ｃ（ａ，ξ） ≠ Ø ．

　 　 （ｃ） Ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ： Ｉｆ ａ ≤ ｂ ｔｈｅｎ Ｐａ
Ｃ（ａ，ξ） ⊂ Ｐｂ

Ｃ（ａ，
ξ） ．
　 　 （ｄ） Ａｎ ａｎａｌｏｇｏｕｓ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｒｍ ｎｏｎ⁃
ｅｘｐａｎｓｉｖｅｎｅｓｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，
ａｎｄ ｉｔｓ ｐｒｏｏｆ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｌｉｎｅ ｏｆ
ｒｅａｓｏｎｉｎｇ ａｓ ｔｈａｔ ｆｏｕｎｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［２４］． Ｉｆ ｌ１ ∈Ｐγ

Ｃ（ａ，ξ） ａｎｄ

ｌ２ ＝ ＰＣ（ξ
－
） ， ｔｈｅｎ

‖ ｌ１ － ｌ２ ‖２ ≤‖ξ － ξ
－
‖２ － ‖（ξ － ξ

－
） － （ｌ１ －

　 　 　 ｌ２） ‖２ ＋ ２γ‖ ｌ１ － ａ ‖２

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２　 Ｓｕｐｐｏｓｅ Ｓ ｉｓ ａ ｎｏｎｅｍｐｔｙ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ
ｔｈｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈ ． Ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ξｔ｝ ⊂ Ｈ ｉｓ ｓａｉｄ ｔｏ ｂｅ
ｑｕａｓｉ⁃Ｆｅｊéｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｔｏ Ｓ， ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ， ｆｏｒ ａｌｌ ξ⊂Ｃ

ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｔ１ ≥０ ａｎｄ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛􀆠ｔ｝ ｗｉｔｈ∑
∞

ｔ ＝ ０
􀆠ｔ ＜ ∞，

ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ξｔ＋１ － ξ ２ ≤ ξｔ － ξ ２ ＋ 􀆠ｔ ｆｏｒ ａｌｌ ｔ ≥ ｔ１．
Ｌｅｍｍａ ３ ［２９］ 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ξｔ｝ ⊂ Ｈ

ａｎｄ Ｃ ⊂ Ｈ ｂｅ ａ ｎｏｎｅｍｐｔｙ ｓｅｔ， ａｎｄ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｑｕａｓｉ⁃Ｆｅｊéｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｔｏｗａｒｄｓ Ｃ ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｗｏ ｋｅｙ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ：

１） Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ，
ｃｏｎｆｉｒｍｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ξｔ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ．

２）Ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ ξ
－
， ｉｆ ａ

ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ξ
－
ｏｆ ｛ξｔ｝ ｌｉｅｓ ｉｎ Ｃ ．

Ｌｅｍｍａ ４［２４］ 　 Ｌｅｔ Ｆ ∶ Ｈ → Ｈ ｂｅ ａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｖｅｒ ａ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｓｕｐｐｏｓｅ Ｃ⊂Ｈ ｂｅ ａ ｃｌｏｓｅｄ，
ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔ ｔｈａｔ ｉｓ ｎｏｔ ｅｍｐｔｙ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ξ０ ∈ Ｃ， γ ∈［０，
１） ａｎｄ α ＞ ０． Ｉｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ η∈Ｐγ

Ｃ（ξ０，ξ０ － λＦ（ξ０）） ａｎｄ
ξ１ ∈ Ｐγ

Ｃ（ξ０，ξ０ － λＦ（η）） ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ
ｈｏｌｄ：

１） ‖η － ξ０‖≤ λ
１ － γ

‖Ｆ（ξ０）‖

·３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

２） ‖ ξ１ － ξ０‖≤ λ
１ － γ

‖Ｆ（η）‖

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｉｆ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｎ Ｃ ｗｉｔｈ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｌ ＞ ０， ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅｓ ｔｏ：

‖ ξ１ － ξ０‖≤ λ（１ － γ ＋ λＬ）
（１ － γ ）２ ‖Ｆ（ξ０）‖

　 　 Ｌｅｍｍａ ５ ［２４］ 　 Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｔｈｏｓｅ ｐｏｉｎｔｓ ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｓｔｉｐｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｎｅｓ
ｏｆ ｔｈｅ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｓｅｔ Ｃ ａｒｅ ｉｎｔｅｒｃｈａｎｇｅａｂｌｅ：

１） Ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ξ ｉｓ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｉｎ， ｗｈｉｃｈ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ
ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ Ｓ ｏｆ ａｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ＶＩＰ（Ｆ，Ｃ） ．

２） ξ ∈ Ｐγ
Ｃ（ξ，ξ － λＦ（ξ）） ， ｆｏｒ ａｌｌ λ ≥０．

３） Ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｈ
－
＞ ０， ｓｕｃｈ ｔｈａｔ 〈Ｆ（ξ），ζ（ｈ

－
） － ξ〉≥

０ ， ｆｏｒ ζ（ｈ
－
） ∈ Ｐγ

Ｃ（ξ，ξ － ｈ
－
Ｆ（ξ）） ．

　 　 Ｌｅｍｍａ ６ 　 Ｌｅｔ ｛ ξｔ｝ ⊂ Ｈ ｂｅ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｈａｔ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ ｓｏｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ξ ，ｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ ｙ∈
Ｈ ， ｗｉｔｈ ｙ ≠ ξ ， ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ
ｓａｔｉｓｆｙ：

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

‖ ξｔ － ξ‖ ＜ ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

‖ ξｔ － ｙ‖ （５）

Ｌｅｍｍａ ７［３０］ 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ϕｔ｝
ｃｏｍｐｒｉｓｅｄ ｏｆ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｅａｌ ｖａｌｕｅｓ ｔｈａｔ ｆｕｌｆｉｌｌ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， ｗｈｅｒｅ φｔ ＋１ ≤ϕｔ φｔ ＋ ψｔ，∀ｔ∈ℕ ，ｗｈｅｒｅ ϕｔ

ａｎｄ ψｔ ａｒｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ
ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｛ϕｔ｝ ⊆ １， ＋ ∞[ ) ， ｛ψｔ｝ ⊆ ０， ＋ ∞[ ) ，

∑
∞

ｔ ＝ １
ϕｔ － １( ) ＜ ∞ ａｎｄ ∑

∞

ｔ ＝ １
ψｔ ＜ ∞ ． Ｔｈｅｎ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

ｔｈａｔ ｌｉｍ
ｔ→∞

φｔ ｅｘｉｓｔｓ．

２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ

　 　 Ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａ ｎｅｗ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ （１） ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｉｎ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ． Ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｆｒｏｍ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ⁃
ｂａｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ， ｔｈｉｓ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｓ ｆｅａｓｉｂｌｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ， ｇｕｉｄｅｄ ｂｙ ａ ｓｕｉｔａｂｌｙ
ｃｈｏｓｅｎ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ．
Ｉｎｓｔｅａｄ ｏｆ ｒｅｑｕｉｒｉｎｇ ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｎｔｏ ａｎ
ａｃｃｅｐｔａｂｌｅ ｒａｎｇｅ ａｔ ｅａｃｈ ｓｔｅｐ， ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐｅｒｍｉｔｓ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｉｎａｃｃｕｒａｃｉｅｓ， ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｗｈｉｌｅ ｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．

Ｗｅ ｍａｋｅ ｓｏｍｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：
　 　 （Ａ１） Ｔｈｅ ｓｅｔ ＳＤ ｉｓ ｎｏｎｅｍｐｔｙ： ＳＤ ≠ Ø．
　 　 （Ａ２） Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ Ｌ ⁃

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ．
　 　 （Ａ３） Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ Ｆ ｉｓ ｗｅａｋｌｙ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ
ｌｏｗｅｒ ｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ， ｔｈａｔ ｉｓ， ｗｈｅｎｅｖｅｒ ｛ξｔ｝ ⊂ Ｈ
ａｎｄ ξｔ⇀ ξ， ｉｔ ｈｏｌｄｓ ｔｈａｔ Ｆ（ξ＾ ） ≤ ｌｉｍｉｎｆ

ｔ→∞
Ｆ（ξｔ） ．

　 　 （Ａ４） Ｔｈｅ ｓｅｔ Ａ ＝ ｚ ∈ Ｃ ∶ Ｆ（ ｚ） ＝ ０{ } ＼ ＳＤ ｉｓ ａ
ｆｉｎｉｔｅ ｓｅｔ．
　 　 （Ａ５） Ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ λ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ０ ＜ λ ＜
　
１ － ２ γ－ ／ Ｌ．

　 　 （Ａ６） ∑
ｔ∈ℕ

εｔ ＜ ＋ ∞ ．

Ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｕｐｏｎ ｔｈｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ， ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖａｒｉａｎｔ
ｔｈａｔ ｒｅｌａｘｅｓ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ
ｆｏｒｍａｌ ｐｒｏｃｅｄｕｒａｌ ｓｔｅｐｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ， ｄｅｓｉｇｎａｔｅｄ
ａｓ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １， ａｒｅ ｏｕｔｌｉｎｅｄ ｂｅｌｏｗ：

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １
　 　 Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ：Ｃｈｏｏｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ λ ＞ ０， γ－ ∈（０，
１ ／ ２） ， ａｎｄ ∑

ｔ∈ℕ
εｔ ＜ ＋ ∞ ．

Ｓｔｅｐ １：Ｓｅｌｅｃｔ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ ξ１ ∈ Ｃ ， ａｎｄ ｓｅｔ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｅｒ ｔ： ＝ １．

Ｓｔｅｐ ２： Ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ γｔ

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ：
０ ≤ γｔ‖Ｆ（ξｔ） ‖２ ≤ εｔ，０ ≤ γｔ ＜ γ－ （６）

Ｓｔｅｐ ３：Ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｎｔｏ
Ｃ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

∈ Ｐγｔ
Ｃ ξｔ，ξｔ － λＦ（ξｔ）( ) （７ａ）

ξｔ ＋１ ∈ Ｐγｔ
Ｃ ξｔ，ξｔ － λＦ（ ）( ) （７ｂ）

Ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｒｕｌｅ： Ｉｆ ｅｉｔｈｅｒ ξｔ ＝ ｏｒ ＝ ξｔ ＋１ ，
ｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ． Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ， ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｔ ∶ ＝ ｔ ＋
１ ａｎｄ ｒｅｔｕｒｎ ｔｏ Ｓｔｅｐ ２．

Ｉｔ ｉｓ ｗｏｒｔｈ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （６）， ｗｅ
ｈａｖｅ

∑
ｔ∈ℕ

γｔ‖Ｆ（ξｔ） ‖２ ≤＋ ∞，０ ≤ γｔ ＜ γ－ （８）

　 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ
ｉｔｅｒａｔｅ ξ１ ｉｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｃ ａｎｄ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｔ ∈
ℕ ， ａｎｄ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ｐｏｉｎｔ ξｔ ＋１ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｖｉａ ａ
ｖａｌｉｄ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｉｎｔｏ Ｃ ｔｈａｔ ｒｅｍａｉｎｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ
ｆｅａｓｉｂｌｅ ｄｏｍａｉｎ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅｓｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝ ｉｓ ｃｏｎｆｉｎｅｄ ｔｏ Ｃ ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｇｉｖｅｎ
ｔｈａｔ Ｃ ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｂｅｉｎｇ
ｃｌｏｓｅｄ， ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｆｏｒｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ， ｗｅ ｃａｎ
ｄｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ： ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝
ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ， ｅａｃｈ ｏｆ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｎｅｖｉｔａｂｌｙ
ｃｏｎｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｔ Ｃ ， ｅｎｓｕｒｉｎｇ
ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ．

Ｔｏ ｌａｙ ｔｈｅ ｇｒｏｕｎｄｗｏｒｋ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｔｈｅｏｒｅｍ，
ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｄｅｄｕｃｅ ａ ｋｅｙ ｒｅｓｕｌｔ ｔｈａｔ ｉｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｔｏ ｉｔｓ

·４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ．
Ｌｅｍｍａ ８ 　 Ｌｅｔ ｛ ξｔ｝ ａｎｄ { } ｂｅ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ ｏｆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １． Ｔｈｅ
ｅｎｓｕｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅｓｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ： ｆｏｒ

ξ
︿
∈ ＳＤ ， ｌｉｍ

ｋ→∞
ξｔ － ξ

︿
ｅｘｉｓｔｓ， ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｔ － ＝ ０， ａｎｄ

ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ ＋１ － ξｔ ＝ ０．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ｓｅｔ ｚｔ ＝ ξｔ － λＦ（ ） ， ｆｏｒ ξ
︿
∈ ＳＤ ，

ｗｅ ｈａｖｅ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ＝ ξｔ ＋１ － ｚｔ ２ ＋ ｚｔ － ξ

︿ ２ －

　 　 　 ２〈ξｔ ＋１ － ｚｔ，ξ
︿ － ｚｔ〉 ＝ － ξｔ ＋１ － ｚｔ ２ ＋

　 　 　 ｚｔ － ξ
︿ ２ ＋ ２〈 ｚｔ － ξｔ ＋１，ξ

︿ － ξｔ ＋１〉

　 　 Ｓｉｎｃｅ ξｔ ＋１ ∈ Ｐγｔ
Ｃ（ξｔ，ｚｔ） ， ｆｏｒ ξ

︿
∈ ＳＤ ⊂ Ｃ ， 〈 ｚｔ －

ξｔ ＋１ ， ξ
︿ － ξｔ ＋１〉 ≤ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ，ｗｅ ｇｅｔ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ｚｔ － ξ

︿ ２ － ξｔ ＋１ － ｚｔ ２ ＋
　 　 　 ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２

　 　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｚｔ{ } ，

ｚｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ ＋１ － ｚｔ ２ ＝ ξｔ － λＦ ( ) － ξ

︿ ２ －

　 　 　 ξｔ － ξｔ＋１ － λＦ（ ） ２ ＝ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ － ξｔ＋１ ２ ＋

　 　 　 ２λ〈Ｆ（ ），ξ
︿ － ξｔ ＋１〉

Ｓｏ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ － ξｔ － ξｔ ＋１ ２ ＋

　 　 　 ２λ〈Ｆ（ ），ξ
︿ － ξｔ ＋１〉 ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ （９）

Ｓｉｎｃｅ ξ
︿
∈ ＳＤ ， ｆｏｒ ∈Ｃ ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ 〈Ｆ（ ）， －

ξ
︿
〉 ≥ ０， ｔｈｅｎ

〈Ｆ（ ），ξ
︿ － ξｔ ＋１〉 ≤ 〈Ｆ（ ）， － ξｔ ＋１〉

Ｎｏｔｉｃｉｎｇ ｔｈａｔ ξｔ － ξｔ＋１ ２ ＝ ξｔ － ２ ＋
－ ξｔ＋１ ２ ＋ ２〈ξｔ － ， － ξｔ ＋１〉 ． Ｗｅ ｈａｖｅ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ － ξｔ － ２ －
　 　 　 － ξｔ ＋１ ２ ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ＋ ２〈ξｔ －
　 　 　 λＦ ( ) － ，ξｔ ＋１ － 〉 （１０）

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，
〈ξｔ － λＦ ( ) － ，ξｔ ＋１ － 〉 ＝ 〈ξｔ － λＦ（ξｔ） －

　 　 　 ，ξｔ ＋１ － 〉 ＋ λ〈Ｆ（ξｔ） － Ｆ（ ），ξｔ ＋１ － 〉
（１１）

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｛ ξｔ｝ ａｎｄ ｛ ｝ ，
ｔｈｅｎ ｕｓｉｎｇ Ｅｑ．（４）， ｗｅ ｇｅｔ
　 　 〈ξｔ － λＦ ξｔ( ) － ，ξｔ ＋１ － 〉 ≤

　 　 γｔ ξｔ － ２ （１２）
Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （１１） ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １２） ｉｎｔｏ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （１０）， ｗｅ ｈａｖｅ

ξｔ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ － ξｔ － ２ －
　 　 － ξｔ＋１ ２ ＋ ２ γｔ ξｔ＋１ － ξｔ ２ ＋ ２ γｔ‖ －

　 　 　 ξｔ‖２ ＋ ２λ〈Ｆ（ξｔ） － Ｆ（ ），ξｔ ＋１ － 〉 （１３）
Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， 〈Ｆ（ ξｔ） － Ｆ（ ）， ξｔ ＋１ － 〉 ≤

Ｌ ξｔ － ξｔ ＋１ － ， ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
（１３）， ｙｉｅｌｄｓ
　 ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ － ２ －

　 　 － ξｔ＋１ ２ ＋ ２γｔ ξｔ＋１ － ξｔ ２ ＋
　 　 　 ２γｔ － ξｔ ２ ＋ ２λＬ ξｔ － ξｔ ＋１ － （１４）

Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ４， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － （１ － λＬ －

　 　 　 ２ γｔ） ξｔ － ２ － （１ － λＬ） ξｔ＋１ － ２ ＋

　 　 　 ２ λ２（１ － γ－ ＋ λＬ ） ２

（１ － γ－ ） ４
γｔ Ｆ（ξｔ） ２ （１５）

Ｓｅｔ
η１ ＝ １ － λＬ － ２ γ－，η２ ＝ １ － λＬ

ϑ１ ＝ ２ λ２（１ － γ－ ＋ λＬ ） ２

（１ － γ－ ） ４

Ｗｅ ｈａｖｅ
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － η１ ξｔ － ２ －

　 　 　 η２ ξｔ ＋１ － ２ ＋ ϑ１ γｔ Ｆ（ξｔ） ２ （１６）
Ｔｈｅｎ， ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈａｔ ０ ≤ γｔ ＜ γ－ ， ａｎｄ

ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ０ ＜ λ ＜
　
１ － ２ γ－ ／ Ｌ ， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ η１ ＞ ０，

η２ ＞ ０． Ｔｈｕｓ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （１６） ｔｈａｔ
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ ＋ ϑ１ γｔ Ｆ（ξｔ） ２

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２， ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｓｔａｔｅｄ
ａｂｏｖｅ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｑｕａｓｉ⁃
Ｆｅｊéｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｔｏｗａｒｄ ｔｈｅ ＳＤ ． Ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈａｔ ＳＤ ｉｓ
ｎｏｎｅｍｐｔｙ， ｔｈｉｓ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｆｏｌｌｏｗｓ ｆｒｏｍ ｔｅｒｍ
１） ｏｆ Ｌｅｍｍａ ３， ｗｅ ｉｍｐｌｙ ｔｈａｔ ｛ξｔ｝ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ． Ｔｈｅｎ
ｂｙ Ｌｅｍｍａ ７， ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （６） ａｎｄ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ∑

ｔ∈ℕ
εｔ ＜

＋ ∞ ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ξ
︿

ｅｘｉｓｔｓ．
　 Ｔｈｅｎ ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １６ ）， ｓｕｍ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

η２ ξｔ＋１ － ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ＋
　 　 　 ϑ１ γｔ Ｆ（ξｔ） ２

Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ

η２∑
∞

ｔ ＝１
ξｔ＋１ － ２≤ ξ１ － ξ

︿ ２ ＋ϑ１∑
∞

ｔ ＝１
γｔ Ｆ（ξｔ） ２ ＜

　 　 　 ＋ ∞
Ｔｈｅｎ

ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ ＋１ － ２ ＝ ０

Ｕｓｉｎｇ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ａｐｐｒｏａｃｈ， ｗｅ ｈａｖｅ ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ２ ＝

０． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ξｔ ＋１ － ξｔ ≤ ξｔ ＋１ － ＋ － ξｔ ，
ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ＝ ０

·５·
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Ｌｅｍｍａ ９ 　 Ｌｅｔ ｛ ξｔ｝ ｂｅ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｐｒｏｄｕｃｅｄ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ ｏｆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １． Ｔｈｅ ｅｎｓｕｉｎｇ

ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅｓｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ： ｉｆ ξ
︿

ｉｓ ａ
ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｛ξｔ｝ ａｎｄ ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｔ － ２ ＝ ０，

ｔｈｅｎ ξ
︿
∈ ＳＤ ｏｒ Ｆ（ξ

︿
） ＝ ０．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ８， ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｛ ξｔ｝
ｔｏ ｂｅ ｂｏｕｎｄｅｄ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｅｘｔｒａｃｔ ａ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔｎ｝ ｆｒｏｍ ｛ ξｔ｝ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｈｏｌｄｓ ξｔｎ⇀ ξ
︿

∈ Ｃ． Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｗｏ ｃａｓｅｓ
ｂｅｌｏｗ．
　 　 Ｃａｓｅ Ｉ　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｓ ｔｒｕｅ．

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

Ｆ（ξｔｎ） ＝ ０
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ξｔｎ） ＝ ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

Ｆ（ξｔｎ） ＝ ０
Ｔｈｅｎ

０ ≤ Ｆ（ξ
︿
） ≤ ｌｉｍｉｎｆ

ｎ→∞
Ｆ（ξｔｎ） ＝ ０， Ｆ（ξ

︿
） ＝ ０

Ｃａｓｅ ＩＩ 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｓ ｔｒｕｅ，
ｌｉｍｓｕｐ

ｎ→∞
Ｆ（ξｔｎ） ＞ ０，ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｆ（ξｔｎ） ＝ Ｍ１ ≥０． Ｗｅ ｍａｙ

ａｓｓｕｍｅ， ｗｉｔｈｏｕｔ ｓａｃｒｉｆｉｃｉｎｇ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ， ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｛Ｆ（ξｔｎ）｝ ｉｓ ｉｔｓｅｌｆ， ａｓ ｔｈｅ ｒｅａｓｏｎｉｎｇ ｆｏｒ
ａ ｐｒｏｐｅｒ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ａｎａｌｏｇｏｕｓｌｙ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｔ － ＝ ０， ｔｈｅｎ ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｆ（ ｎ） ＝ Ｍ１ ≥ ０． Ｔｈｉｓ

ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ａ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｉｎｄｅｘ， ｄｅｎｏｔｅｄ
ｔ０ ∈ℕ ， ｓｔａｒｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｈｏｌｄｓ ｕｎｉｖｅｒｓａｌｌｙ： ｆｏｒ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ｔｅｒｍ，
Ｆ（ ｎ） ＞ Ｍ１ ／ ２ ｈｏｌｄｓ．

　 　 Ｔｈｅｎ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｎ ∈ＰγｔｎＣ （ξｔｎ，ξｔｎ － λＦ（ξｔｎ）） ，
ｓｏ

〈ξｔｎ － λＦ（ξｔｎ） － ｎ，ｚ － ｎ〉 ≤
　 　 　 γｔｎ ξｔｎ － ｎ

２，∀ｚ ∈ Ｃ
Ｄｉｖｉｄｅ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｂｙ λ ，
１
λ
〈ξｔｎ － ｎ，ｚ － ｎ〉 ≤

γｔｎ

λ
ξｔｎ － ｎ

２ ＋

　 　 　 〈Ｆ（ξｔｎ），ｚ － ｎ〉，∀ｚ ∈ Ｃ
Ｒｅａｒｒａｎｇｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｇｉｖｅｓ
１
λ
〈ξｔｎ － ｎ，ｚ － ｎ〉 － 〈Ｆ（ξｔｎ） － Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉≤

　 　
γｔｎ

λ
ξｔｎ － ｎ

２ ＋ 〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉，∀ｚ ∈ Ｃ

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｌｉｍ
ｎ→∞

ξｔｎ － ｎ ＝ ０， ξｔｎ{ } ， ｎ{ }

ａｒｅ ｂｏｕｎｄｅｄ， λ ＞ ０， ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ξｔｎ{ } ｅｘｉｓｔｓ． Ｗｅ
ｈａｖｅ

０ ≤ ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ≤ ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），
　 　 　 ｚ － ｎ〉 ＜ ＋ ∞

Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｗｏ Ｃａｓｅｓ Ａ ａｎｄ Ｂ ｂｅｌｏｗ：

　 　 Ｃａｓｅ Ａ：　 Ｉｆ ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＞ ０， ｔｈｉｓ
ｌｅａｄｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｎｉ{ } ｏｆ ｎ{ } ｗｈｉｃｈ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｔｈｅ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ
ｔｈａｔ ｌｉｍ

ｉ→∞
〈Ｆ（ ｎｉ），ｚ － ｎｉ〉 ＞ ０， ∃ Ｎ０ ≥０，∀ｉ≥ Ｎ０，

〈Ｆ（ ｎｉ），ｚ － ｎｉ〉 ＞ ０．
　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｆ Ｆ ， ∀ｉ ≥
Ｎ０，〈Ｆ（ ｚ），ｚ － ｎｉ〉 ≥ ０， ｆｏｒ ｉ → ∞ ， ｎｉ → ξ

︿
， ｔｈｅｎ

〈Ｆ（ ｚ），ｚ － ξ
︿
〉 ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｃ ， ｓｏ ξ

︿
∈ ＳＤ ．

　 　 Ｃａｓｅ Ｂ： Ｉｆ ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＝ ０， ｔｈｅｎ
ｌｉｍ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＝ ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＝

　 　 　 ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＝ ０
Ｗｅ ｓｅｔ

εｎ ＝ 〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＋ １
ｎ ＋ １

，θｔｎ ＝
Ｆ（ ｎ）
Ｆ（ ｎ） ２

Ｔｈｅｎ， ｆｏｒ ∀ｎ∈ℕ ，〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ〉 ＋ εｎ ＞ ０，
〈Ｆ（ ｎ），θｔｎ〉 ＝ １．
　 　 Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ 〈Ｆ（ ｎ），ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ＞ ０，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｆ Ｆ ， ｔｈｅｎ 〈Ｆ（ ｚ ＋
εｎθｔｎ），ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ≥ ０． Ｓｏ

〈Ｆ（ ｚ），ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ＝
　 　 　 〈Ｆ ｚ( ) － Ｆ ｚ ＋ εｎθｔｎ

( ) ，ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ＋
　 　 　 〈Ｆ（ ｚ ＋ εｎθｔｎ），ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ≥
　 　 　 〈Ｆ ｚ( ) － Ｆ ｚ ＋ εｎθｔｎ

( ) ，ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ〉 ≥
　 　 　 － Ｆ（ｚ） － Ｆ（ｚ ＋ εｎθｔｎ） ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ ≥
　 　 　 － εｎＬ θｔｎ ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ

＝

　 　 　 － εｎ
Ｌ

Ｆ（ ｎ）
ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ ≥

　 　 　 － εｎ
２Ｌ
Ｍ１

ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ

Ｗｅ ｈａｖｅ θｔｎ
＝ １

Ｆ（ ｎ）
， θｔｎ

{ } ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ，

ｓｉｎｃｅ ｎ{ } ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ， ｗｈｅｎ ｎ → ∞， εｎ → ０， ｓｏ
ｚ － ｎ ＋ εｎθｔｎ

{ } ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ． ｗｅ ｈａｖｅ 〈Ｆ（ ｚ），ｚ －

ξ
︿
〉 ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｃ ， ξ

︿
∈ ＳＤ ．

Ｌｅｍｍａ １０ 　 Ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １， ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝ ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ｏｎｌｙ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ
ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｓ ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｗｅ ｓｔａｒｔ ｂｙ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇ ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｛ξｔ｝ ｍａｙ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ ｓｅｖｅｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｉｍｉｔ ｐｏｉｎｔｓ， ｒａｔｈｅｒ ｔｈａｎ ｅｘｈｉｂｉｔｉｎｇ
ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｉｔｓ ｗｅａｋ ｌｉｍｉｔ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ ＳＤ ， ｕｎｄｅｒ
ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｓｕｐｐｏｓｅ， ｃｏｎｔｒａｒｙ ｔｏ ｗｈａｔ ｗｅ ａｉｍ
ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ， ｔｈａｔ ｔｗｏ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ξ

︿
∈ ＳＤ ａｎｄ

ξ
－
∈ ＳＤ ｓｅｒｖｅ ａｓ ａ ｓｅｐａｒａｔｅ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｏｆ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｛ ξｔ｝ ， ｗｉｔｈ ξ
︿
≠ ξ

－
． Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅｒｅ

·６·
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ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔｉ｝ ｔｈａｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｗｅａｋｌｙ ｔｏ

ｓｏｍｅ ｐｏｉｎｔ ξ
－
ａｓ ｉ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｉｎｆｉｎｉｔｙ． Ｒｅｃａｌｌｉｎｇ ｔｈａｔ ｆｏｒ

ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ξ ｉｓ ｗｅｌｌ⁃ｄｅｆｉｎｅｄ ｆｏｒ ａｌｌ ξ∈ ＳＤ ， ｗｅ ｉｎｖｏｋｅ
Ｌｅｍｍａ ５ ｔｏ ｐｒｏｃｅｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ，

ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ξ
－
＝ ｌｉｍ

ｉ→∞
ξｔｉ － ξ

－
＝ ｌｉｍｉｎｆ

ｉ→∞
ξｔｉ － ξ

－
＜

　 　 　 ｌｉｍｉｎｆ
ｉ→∞

ξｔｉ － ξ
︿ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｔ － ξ

︿ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ξｔｎ － ξ
︿ ＝

　 　 　 ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

ξｔｎ － ξ
︿

＜ ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

ξｔｎ － ξ
－
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ξｔｎ － ξ

－
＝

　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ξ
－

Ｔｈｉｓ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ． Ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｔ
Ａ ＝｛ ｚ∈Ｃ ∶ Ｆ（ ｚ）＝ ０｝ ＼ ＳＤ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｏｎｌｙ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ９． Ｔｈｉｓ ｌｏｇｉｃａｌ
ｄｅｄｕｃｔｉｏｎ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ： ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ｏｎｌｙ
ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ ｗｉｔｈｉｎ Ｓ ．

Ｌｅｍｍａ １１ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌ ｌｉｍｉｔ ｐｏｉｎｔｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｛ ξｔ｝ ｉｓ ｆｉｎｉｔｅ， ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ξ１，
ξ２，ξ３，…，ξｐ ． Ｔｈｉｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｇｕａｒａｎｔｅｅｓ ｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｓｏｍｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ ｉｎｄｅｘ Ｚ ， ａｌｌ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｗｉｌｌ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ ｔ ＞ Ｚ ， ｅａｃｈ ξｔ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｓｅｔ ，
ｗｈｅｒｅ ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ：

＝ ∪
ｐ

ｊ ＝ １ ｊ

ｌ ＝ ∩
ｐ

ｊ ＝１，ｊ≠ｌ
ξ ∶ 〈ξ，

ξｌ － ξｊ
ξｌ － ξｊ

〉 ＞ 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｊ ２

２ ξｌ － ξｊ{ }
ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ 􀆠０ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

􀆠０ ＝ ｍｉｎ
ξｌ － ξｊ

４
，ｌ，ｊ ∈ １，２，３，…，ｐ{ } ，ｌ ≠ ｊ{ }

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｌｔｉ{ } ｅｘｔｒａｃｔｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ， ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ξｌｔｉ⇀ ξｌ ａｓ ｉ → ∞ ， ｗｅ ｇｅｔ ∀ｊ ≠ ｌ，

ｌｉｍ
ｉ→∞

〈ξｌｔｉ，ξｌ － ξ ｊ〉 ＝ 〈ξｌ，ξｌ － ξ ｊ〉 （１７）
Ｆｏｒ ｊ ≠ ｌ ， ｗｅ ｈａｖｅ
〈ξｌ，ξｌ － ξ ｊ〉 ＝ ξｌ ２ － 〈ξｌ，ξ ｊ〉 ＝

　 　 　
ξｌ － ξ ｊ ２

２
＋

ξｌ ２

２
－

ξ ｊ ２

２
＞

ξｌ － ξ ｊ ２

４
＋

　 　 　
ξｌ ２

２
－

ξ ｊ ２

２
（１８）

Ｔｈｉｓ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ∀ｊ ≠ ｌ ，

〈ξｌ，
ξｌ － ξ ｊ
ξｌ － ξ ｊ

〉 ＞
ξｌ － ξ ｊ

４
＋

ξｌ ２ － ξ ｊ ２

２ ξｌ － ξ ｊ
（１９）

Ｆｒｏｍ Ｅｑ． （ １７） ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １９）， ｆｏｒ ａｌｌ ｉ
ｂｅｙｏｎｄ ａ ｃｅｒｔａｉｎ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

ξｌｔｉ ∈ ξ ∶ 〈ξ，
ξｌ － ξｊ
ξｌ － ξｊ

〉 ＞
ξｌ － ξｊ

４
＋

ξｌ ２ － ξｊ ２

２ ξｌ － ξｊ{ }
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｈｅｎ ｉ ｉｓ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｌａｒｇｅ， ｗｅ ｈａｖｅ

ξｌｔｉ ∈ ｌ ， ｗｈｅｒｅ

　 ｌ ＝ ∩
ｐ

ｊ ＝１，ｊ≠ｌ
ξ ∶ 〈ξ，

ξｌ － ξｊ
ξｌ － ξｊ

〉 ＞ 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｊ ２

２ ξｌ － ξｊ{ }
（２０）

ａｎｄ

􀆠０ ＝ ｍｉｎ
ξｌ － ξ ｊ

４
：ｌ，ｊ ∈ ｛１，２，…，ｐ｝，ｌ ≠ ｊ{ }

　 　 Ｎｅｘｔ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ ｉｓ ｉｍｍｅｄｉａｔｅ，

ｌ ＝ ∩
ｐ

ｊ ＝１，ｊ≠ｌ
ξ ∶ 〈－ ξ，

ξｌ － ξｊ
ξｊ － ξｌ

〉 ＜－ 􀆠０ ＋
ξｊ ２ － ξｌ ２

２ ξｌ － ξｊ{ }
（２１）

Ｓｅｔ ＝ ∪
ｐ

ｉ ＝ １ ｉ ． Ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ａｒｇｕｍｅｎｔ ａｉｍｓ ｔｏ

ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ ｒｅｌａｔｉｏｎ ξｔ ∈ ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙ ｅｘｔｅｎｄｓ
ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ ｅｎｏｕｇｈ ｔ ． Ｓｈｏｕｌｄ ｔｈｉｓ
ｎｏｔ ｂｅ ｔｈｅ ｃａｓｅ， ｏｎｅ ｃｏｕｌｄ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ａ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ
ξｔｎ{ } ｏｆ ξｔ{ } ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ξｔｎ ∉ （∀ｎ） ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ

ｎａｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔｎ{ } ｔｈｅｎ ｇｕａｒａｎｔｅｅｓ ｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ａ ｗｅａｋｌｙ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ，

ｈｅｒｅａｆｔｅｒ ｓｉｍｐｌｙ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａｓ ξｔｎ{ } ⇀ ξ
－
∈ Ｃ ． Ｆｏｒ

ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ， ｗｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｅ ｔｏ ｕｓｅ ｔｈｅ ｎｏｔａｔｉｏｎ ξｔｎ{ } ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ，

ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ξｔｎ⇀ ξ
－
． Ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ξｔｎ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｂｅｌｏｎｇ

ｔｏ ｔｈｅ ｓｅｔ ， ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｆｏｒ ∀ｌ ∈ ｛１，２，…，ｐ｝ ，
ｎｅｘｔ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｈｏｌｄｓ，
　 ξｔｎ ∉ ｌ ＝

　 　 ∩
ｐ

ｊ ＝１，ｊ≠ｌ
ξ ∶ 〈ξ，

ξｌ － ξｊ
ξｌ － ξｊ

〉 ＞ 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｊ ２

２ ξｌ － ξｊ{ }
Ｂｙ ｉｎｖｏｋｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｄｒａｗｅｒ， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ

ａ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔｎｉ{ } ｅｘｔｒａｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ξｔｎ{ } ａｎｄ

ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｌ０ ∈ ｛１，２，…，ｐ｝ ＼ ｛ ｌ｝ ， ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｉｎ ｑｕｅｓｔｉｏｎ ｒｅｍａｉｎｓ ｖａｌｉｄ ｆｏｒ ａｌｌ ｉ ≥ ０，

　 ξｔｎｉ ∉ ξ ∶ 〈ξ，
ξｌ － ξｌ０
ξｌ － ξｌ０

〉 ＞ 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｌ０

２

２ ξｌ － ξｌ０
{ }

Ｗｅ ｈａｖｅ

　 ξ
－
∉ ξ ∶ 〈ξ，

ξｌ － ξｌ０
ξｌ － ξｌ０

〉 ＞ 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｌ０

２

２ ξｌ － ξｌ０
{ }

（２２）
Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （１８），（２２） ａｎｄ

〈ξｌ，
ξｌ － ξｌ０
ξｌ － ξｌ０

〉 ＞
ξｌ － ξｌ０

４
＋

ξｌ ２ － ξｌ０
２

２ ξｌ － ξｌ０
≥

·７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 　 　 􀆠０ ＋
ξｌ ２ － ξｌ０

２

２ ξｌ － ξｌ０
ｗｅ ｇｅｔ ξ

－
≠ ξｌ ． Ｓｉｎｃｅ ｌ ｉｓ ａｒｂｉｔｒａｒｙ， ｗｅ ｈａｖｅ ξ

－
∉

ξ１，ξ２，… ξｐ{ } ， ｗｈｉｃｈ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ξｔ ｗｉｌｌ ｌｉｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ
ｆｏｒ ａｌｌ ｌａｒｇｅ ｅｎｏｕｇｈ ｔ ． Ｉｎ ｏｔｈｅｒ ｗｏｒｄｓ， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ

Ｚ１ ＞ Ｚ ， ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｔ ≥ Ｚ１ ， ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ξｔ ∈ ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ １ 　 Ａ ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ

ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｆｏｒ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １： ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ｏｆ
ｉｔｅｒａｔｅｓ ｔｈａｔ ｉｔ ｐｒｏｄｕｃｅｓ ｉｓ ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ ｔｏ ｈａｖｅ ｉｔｓ ｗｅａｋ
ｌｉｍｉｔ ｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｔ Ｓ ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｏｆ Ｌｅｍｍａ ８ ｐｒｏｖｉｄｅｓ
ｔｈｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｔｅｐ， ｅｎａｂｌｉｎｇ ｕｓ ｔｏ ｄｅｄｕｃｅ
ｔｈａｔ ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｔ ＋１ － ξｔ ＝ ０． Ｉｔ ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｏｎｅ

ｃａｎ ｆｉｎｄ ａｎ ｉｎｄｅｘ Ｚ２ ＞ Ｚ１ ＞ Ｚ ， ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｔ ≥ Ｚ２ ，
ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ξｔ ＋１ － ξｔ ＜ 􀆠０ ｒｅｍａｉｎｓ ｖａｌｉｄ． Ｗｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｓｃｅｎａｒｉｏ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ξｔ{ } ａｄｍｉｔｓ
ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔｓ． Ｔｈｅｎ， ａｐｐｌｙｉｎｇ
Ｌｅｍｍａ １１， ｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｍｕｓｔ ｂｅ ｓｏｍｅ Ｚ３ ≥
Ｚ２ ＞ Ｚ１ ＞ Ｚ ｆｏｒ ｗｈｉｃｈ ξＺ３

∈ ｌ ， ａｎｄ ξＺ３＋１ ∈ ｊ ，
ｗｈｅｒｅ ｌ ≠ ｊ，ｌ，ｊ ∈ ｛１，２，…，ｐ｝ ａｎｄ ｐ ≥ ２．
Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ， ｔｈｉｓ ｅｎｓｕｒｅｓ ｔｈａｔ：

ξＺ３＋１
－ ξＺ３

＜ 􀆠０

Ｕｓｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （２０） ａｎｄ （２１）， ｗｅ ｇｅｔ
ξＺ３

∈ ｌ ＝

　 　 ∩
ｐ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｌ { ξ ∶ 〈ξ，
ξｌ － ξ ｊ

‖ ξｌ － ξ ｊ‖
〉 ＞ 􀆠０ ＋

　 　 　 　 　
‖ ξｌ ‖２ － ‖ ξ ｊ ‖２

２‖ ξｌ － ξ ｊ‖ }
ξＺ３＋１ ∈ ｊ ＝

　 　 ∩
ｐ

ｌ ＝ １，ｌ≠ｊ { ξ ∶ 〈 － ξ，
ξ ｊ － ξｌ

‖ ξ ｊ － ξｌ‖
〉 ＜

　 　 　 　 　 － 􀆠０ ＋
‖ ξｌ ‖２ － ‖ ξ ｊ ‖２

２‖ ξ ｊ － ξｌ‖ }
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

〈ξＺ３，
ξｌ － ξｊ

‖ ξｌ － ξｊ‖
〉 ＞ 􀆠０ ＋

‖ ξｌ ‖２ －‖ ξｊ ‖２

２‖ ξｌ － ξｊ‖
（２３）

ａｎｄ

〈－ ξＺ３＋１，
ξｌ － ξｊ

‖ ξｌ － ξｊ‖
〉 ＞ 􀆠０ ＋

‖ ξｊ ‖２ －‖ ξｌ ‖２

２‖ ξｌ － ξｊ‖
（２４）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ （２３） ａｎｄ （２４）， ｗｅ ｇｅｔ

２ 􀆠０ ＜ 〈ξＺ３
－ ξＺ３＋１，

ξｌ － ξ ｊ
‖ ξｌ － ξ ｊ‖

〉 ≤ ‖ ξＺ３＋１
－

　 　 　 ξＺ３
‖ ＜ 􀆠０ （２５）

Ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ． Ａｓ ａ
ｒｅｓｕｌｔ， ｗｅ ｍｕｓｔ ａｃｃｅｐｔ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝
ｐｏｓｓｅｓｓｅｓ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｗｅａｋ ｃｌｕｓｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ
ｓｅｔ Ｓ ． Ｔｈｉｓ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌｅａｄｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｄｕｃｔｉｏｎ
ｔｈａｔ ξｔ⇀ ξ

︿
．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２ 　 Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｂｏｔｈ δ⁃ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｅ
ａｎｄ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ． Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｐｒｏｄｕｃｅｓ ａｎ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｛ ξｔ｝ ｔｈａｔ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｓｔｒｏｎｇ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｔｏｗａｒｄ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｓ ．

Ｐｒｏｏｆ：　 Ｆｒｏｍ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （９）， ｆｏｒ ξ
︿
∈ Ｓ ， ｗｅ

ｃａｎ ｇｅｔ
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ － ξｔ ＋１ ２ ＋

　 ２λ〈Ｆ（ ），ξ
︿ － ξｔ ＋１〉 ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ ｉｓ δ⁃ｓｔｒｏｎｇｌｙ
ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｉｃ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ： ｆｏｒ ∈ Ｃ， 〈Ｆ（ ξ

︿
），

－ ξ
︿
〉 ≥ ０，ｔｈｅｎ 〈Ｆ（ ）， － ξ

︿
〉 ≥ δ － ξ

︿ ２ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
〈Ｆ ( ) ， － ξｔ ＋１〉 ＝ 〈Ｆ（ ），ξ

︿ － ξｔ ＋１〉 ＋ 〈Ｆ（ ），
　 　 　 － ξ

︿
〉 ≥ 〈Ｆ ( ) ，ξ

︿ － ξｔ ＋１〉 ＋ δ － ξ
︿ ２

（２６）
Ｐｕｔｔｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （２６） ｉｎｔｏ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （９）， ｗｅ

ｃａｎ ｇｅｔ
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ － ξｔ ＋１ ２ ＋

　 　 　 ２λ〈Ｆ（ ）， － ξｔ ＋１〉 ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ －

　 　 　 ２λδ － ξ
︿ ２

Ｒｅａｒｒａｎｇｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ξｔ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ξｔ － ２ － － ξｔ＋１ ２ ＋

　 　 　 ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ＋ ２λ〈ξｔ － Ｆ ( ) － ，ξｔ ＋１ －

　 　 　 〉 － ２λδ － ξ
︿ ２

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（１１） ａｎｄ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ （ １２） ｉｎｔｏ
ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ａｎｄ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ Ｆ ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ － ξｔ － ２ －
　 　 　 － ξｔ ＋１ ２ ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ＋
　 　 　 ２ γｔ － ξｔ ２ ＋ ２λ〈Ｆ ξｔ( ) － Ｆ ( ) ，ξｔ ＋１ －

　 　 　 〉 － ２λδ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ －
　 　 　 ξｔ － ２ － － ξｔ ＋１ ２ ＋ ２ γｔ ξｔ ＋１ － ξｔ ２ ＋
　 　 　 ２ γｔ － ξｔ ２ ＋ ２λＬ ξｔ － ξｔ ＋１ － －

　 　 　 ２λδ － ξ
︿ ２

Ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｐｒｏｏｆ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｓ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ
（１４） ，（１５） ａｎｄ （１６） ｏｆ Ｌｅｍｍａ ８， ｗｅ ｈａｖｅ

ξｔ ＋１ － ξ
︿ ２ ≤ ξｔ － ξ

︿ ２ － η１ ξｔ － ２ －

　 　 　 η２ ξｔ ＋１ － ２ － ２λδ － ξ
︿ ２ ＋

·８·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

　 　 　 ϑ１ γｔ Ｆ（ξｔ） ２

Ｓｉｎｃｅ η１ ＞ ０，η２ ＞ ０，
ξｔ ＋１ － ξ

︿ ２ ≤ ξｔ － ξ
︿ ２ － ２λδ － ξ

︿ ２ ＋
　 　 　 ϑ１ γｔ Ｆ（ξｔ） ２

Ｒｅａｒｒａｎｇｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ｓｕｍ ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ

２λδ∑
∞

ｔ ＝ １
－ ξ

︿ ２ ≤ ξ１ － ξ
︿ ２ ＋

　 　 　 ϑ１∑
∞

ｔ ＝ １
γｔ Ｆ（ξｔ） ２ ＜ ＋ ∞

Ｔｈｅｎ， ｗｅ ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－ ξ
︿ ２ ＝ ０ （２７）

Ｓｉｎｃｅ ξｔ － ξ
︿

≤ ξｔ － ＋ － ξ
︿

， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
ｌｉｍ
ｔ→∞

ξｔ － ξ
︿ ２ ＝ ０ （２８）

Ｒｅｍａｒｋ １　 Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｄｒａｗｓ ｉｎｓｐｉｒａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ａ
ｐｒｅ⁃ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｄｏｃｕｍｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［２４］，
ｗｈｏｓｅ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｗａｓ ｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙ ｃｏｎｆｉｎｅｄ
ｔｏ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ ｓｐａｃｅｓ ａｎｄ ｔｏ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
ｅｘｈｉｂｉｔｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ｔｈｅ ｃｅｎｔｒａｌ ａｉｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｔｏ ｔｒａｎｓｃｅｎｄ ｔｈｅｓｅ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ
ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｌｙ． Ｗｅ ｄｅｖｅｌｏｐ ａ ｎｏｖｅｌ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｔｈａｔ
ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｌｉｆｔｓ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ， ａｌｌｏｗｉｎｇ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ， ｂｕｔ
ａｌｓｏ ｒｅｌａｘｅｓ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｖｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ， ｔｈｕｓ
ｆａｃｉｌｉｔａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ｂｒｏａｄｅｒ ａｎｄ ｍｏｒｅ ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

　 　 Ｈｅｒｅｉｎ， ｗｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｏｕｒ
ｍｅｔｈｏｄ． Ａｌｌ ｃｏｄｅｓ ｗｅｒｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ｕｓｉｎｇ ＰｙＣｈａｒｍ
Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ Ｅｄｉｔｉｏｎ ２０２４． １． １ ａｎｄ ｅｘｅｃｕｔｅｄ ｏｎ ａ ＰＣ
ｗｉｔｈ ａｎ Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ７－７７００Ｔ ＣＰＵ ＠ ２．９０ ＧＨｚ
ａｎｄ ８．００ ＧＢ ｏｆ ＲＡＭ．

Ｔｏ ｓｕｐｐｏｒｔ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｅｘａｃｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｒｅｌｙｉｎｇ ｏｎ ｅｘａｃｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ
ｗｏｒｋ ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ３１］ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａ ｗｉｄｅｌｙ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅｄ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ， ｔｈｅ Ｆｒａｎｋ⁃Ｗｏｌｆｅ （ ＦＷ ） ａｌｇｏｒｉｔｈｍ． Ａｓ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ２４ ］， ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｓｅｅｋｓ ａｎ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｌｉｎｅａｒ
ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｖｅｒ ａ ｃｌｏｓｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔ ｕｓｉｎｇ ａ
ｌｉｎｅａｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｒａｃｌｅ． Ｔｈｅ ＦＷ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓ π ∈ Ｃ ｓｅｒｖｅｓ ａｓ ａｎ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｇｉｖｅｎ ｐｏｉｎｔ ｖ ∈ Ｈ ｏｎｔｏ ａ ｃｏｎｖｅｘ ａｎｄ

ｃｏｍｐａｃｔ ｓｅｔ Ｃ ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｏ ａ ｆｉｘｅｄ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｉｎｔ ｕ ∈ Ｃ ａｎｄ ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｆｏｒｃｉｎｇ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ ≥ ０， ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ：

Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ：Ｃｈｏｏｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ γ ＞ ０， ｉｎｉｔｉａｌ
ｐｏｉｎｔｓ ｖ，ｕ ∈ Ｈ ， ａｎｄ π０ ∈ Ｃ ． Ｓｅｔ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｎｔｅｒ
μ ∶＝ ０ ．

Ｓｔｅｐ １： Ｕｓｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｒａｃｌｅ ｔｏ
ｃｏｍｐｕｔｅ：

φμ ∶＝ ａｒｇｍｉｎ 〈πμ － ｖ，ｙ － πμ〉：ｙ ∈ Ｃ{ }

（２９ａ）
ϕ∗

μ ∶＝ 〈πμ － ｖ，φμ － πμ〉 （２９ｂ）
Ｓｔｅｐ ２： Ｃｈｅｃｋ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ：
Ｉｆ － φ∗

μ ≤ γ‖ πμ － ｕ ‖２， ｔｈｅｎ ｓｔｏｐ ａｎｄ ｒｅｔｕｒｎ
π ∶＝ πμ （３０）

Ｓｔｅｐ ３：Ｕｐｄａｔｅ ｉｔｅｒａｔｅ：

αμ ∶＝ ｍｉｎ １，
－ ϕ∗

μ

‖ πμ － πμ ‖２{ } （３１ａ）

πμ＋１ ∶＝ πμ ＋ αμ（φμ － πμ） （３１ｂ）
Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ： Ｓｅｔ μ ∶＝ μ ＋ １ ａｎｄ ｒｅｔｕｒｎ ｔｏ Ｓｔｅｐ １．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ Ｒｅｆ．［２４］， ｗｈｅｎ ｔｈｅ

ｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ － ϕ∗
μ ≤ γ‖ πμ － ｕ ‖２ ｉｓ

ｓａｔｉｓｆｉｅｄ， ｔｈｅ Ｆｒａｎｋ⁃Ｗｏｌｆｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｙｉｅｌｄｓ ａｎ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ π ∈ Ｃ ． Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ， ｆｏｒ ａｎｙ
ｇｉｖｅｎ ｖ ∈ Ｈ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｉｎｔ ｕ ∈ Ｈ ， ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ
ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄ γ‖πμ － ｕ‖２ ∶ 〈ｕ － π，ｙ － π〉 ≤γ‖πμ －
π ‖２，∀ｙ ∈ Ｃ． Ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｅｍｐｈａｓｉｚｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ
Ｆｒａｎｋ⁃Ｗｏｌｆｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎ ｏｕｒ ｓｔｕｄｙ ｉｓ
ｈｉｇｈｌｙ ａｄａｐｔａｂｌｅ， ｃａｐａｂｌｅ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｂｏｔｈ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎｄ ｐｒｅｃｉｓｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ， ｂｙ ｓｅｔｔｉｎｇ
ａ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ， ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ
ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ． Ｆｏｒ ｆｕｒｔｈｅｒ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｄｅｔａｉｌｓ
ｒｅｇａｒｄｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，
ｓｅｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎ ｉｎ Ｒｅｆ．［３２］ ．

Ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｗｅ ａｎａｌｙｚｅ ｔｗｏ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ
ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ａ ｐａｉｒ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ．

Ｅｘａｍｐｌｅ １ 　 Ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ ｕｓｅｓ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ
Ｒｅｆ．［４］ ｆｏｒ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ． Ｌｅｔ Ｃ ＝ ［ － １，１］ ａｎｄ

ＡΘ ＝
２Θ － １， Θ ＞ １
Θ２， Θ ∈ ［ － １，１］
－ ２Θ － １， Θ ＜ － １

{
Ｔｈｅｎ， ｗｅ ｈａｖｅ ａ ｍａｐｐｉｎｇ Ａ ｔｈａｔ ｉｓ

ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ． Ｆｏｒ ｔｈｉｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ， ｗｅ ｃａｎ ａｌｓｏ ｇｅｔ ＳＤ ＝ ｛ － １｝ ａｎｄ Ｓ ＝ ｛ － １，
０｝ ． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｈｅｒｅ ｉｓ Θ∗ ＝ － １．

Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｓｅｔ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： εｔ ＝
（ ｔ ＋ １） －３．１， γ－ ∈ ［０．０１，０．５） ． Ｔｈｅ ｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

·９·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ξｔ － ≤ １０ －７ ． Ｔｈｅ ｉｎｅｘａｃｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ， ａｎｄ
ｔｈｅ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ｏｆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ λ ａｎｄ γ－ ａｒｅ ｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ
ｉｎ Ｔａｂｌｅ １． Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｌｕｍｎ “ Ｉｎｉｔ． Ｐｔ．” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ， ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｃｏｌｕｍｎ “ Ｉｔｅｒ” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｈｏｗ
ｍａｎｙ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｔｈｅ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｔｏ
ｃｏｎｖｅｒｇｅ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｃｏｌｕｍｎ “ Ｎｕｍｆｗ ” ｄｅｔａｉｌｓ
ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｃｏｕｎｔ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｓｔｅｐｓ
ｅｘｅｃｕｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋ⁃Ｗｏｌｆｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｓｔ
ｃｏｌｕｍｎ “ＣＰＵ ｔｉｍｅ （ｓ）” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｃａｎ ｓｏｌｖｅ ｔｈｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ．
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ

ξ ０ ＝ － ０．３

Ｉｎｉｔ． Ｐｔ． λ γ－ Ｉｔｅｒ Ｎｕｍｆｗ ＣＰＵ ｔｉｍｅ （ｓ）

－ ０．３

０．１２

０．２７

０．４２

０．０１ １９ １２ ０．００１０

０．１１ １９ １２ ０．００２０

０．２１ １９ １２ ０．００２０

０．３１ １９ １２ ０．００２０

０．４１ １９ １２ ０．００１０

０．０１ ８ ８ ０．００３１
０．１１ ８ ８ ０．００００
０．２１ ８ ８ ０．００００
０．３１ ８ ８ ０．００１０

０．０１ ６ １２ ０．００１０

０．１１ ６ １２ ０．００１０

　 　 Ｅｘａｍｐｌｅ ２ 　 Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ Ｒｅｆ． ［ １０］ ａｒｅ
ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ
ｓｐａｃｅ Ｈ ， ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｓｐａｃｅ
ｌ２ ， ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａｌｌ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｒｅａｌ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｔｈａｔ ｍｅｅｔ ａ
ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｅｌｏｗ：
‖ 􀆈１ ‖２ ＋ ‖ 􀆈２ ‖２ ＋ … ＋ ‖ 􀆈ｎ ‖２ ＋ … ＜ ＋ ∞
　 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ Ｇ ∶ Ｈ → Ｈ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ：

Ｇ（􀆈） ＝ （５ － ‖􀆈‖）􀆈，∀􀆈 ∈ Ｈ
ｗｈｅｒｅ Ｃ ＝ ｛􀆈 ∈ Ｈ ∶ ‖􀆈‖ ≤ ３｝ ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｒｅｆ．
［１０］， ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈａｔ Ｇ ｉｓ ｗｅａｋｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｎ Ｃ ，
ａｎｄ ＶＩ（Ｇ，Ｃ） ＝ ｛０｝ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｇ ｉｓ Ｌ ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ， ａｎｄ Ｌ ＝ １１． Ａｎｄ ｔｈｅ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ ｐｒｏｖｅｓ ｔｈａｔ
Ｇ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｏｎ Ｃ ．

‖Ｇ（􀆈） － Ｇ（ｙ）‖ ≤ １１‖􀆈 － ｙ‖
　 　 Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｓｅｔ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ： εｔ ＝
（ ｔ ＋ １） －２．１ ， γ－ ∈ ［０．０１，０．５） ， Ｔｈｅ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ
ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｗｈｅｎ ξｔ － ≤１０ －７ ． Ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ
ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．
Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ λ ａｎｄ γ－ ａｒｅ

ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ２ ａｎｄ ３． Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｌｕｍｎ “ Ｉｎｉｔ． Ｐｔ．”
ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ， ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｃｏｌｕｍｎ “Ｄｉｍ
（ｍ）” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ， ｔｈｅ
ｆｉｆｔｈ ｃｏｌｕｍｎ “ Ｉｔｅｒ” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｈｏｗ ｍａｎｙ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｔｈｅ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｔｏ ｃｏｎｖｅｒｇｅ， ａｎｄ ｔｈｅ
ｌａｓｔ ｃｏｌｕｍｎ “ＣＰＵ ｔｉｍｅ （ ｓ）” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｃａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｓｏｌｖｅ
ｔｈｉｓ ｈｉｇｈ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ．
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ

ξ ０ ＝ ［１，０，…，０９９９９］
Ｉｎｉｔ． Ｐｔ． Ｄｉｍ（ｍ） λ γ－ Ｉｔｅｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ （ｓ）

［１，０，…，０９９９９］ １００００

０．０１

０．０６

０．０１ ２７４ ０．０６３６

０．０６ ２７４ ０．０５５８

０．１１ ２７４ ０．０７５８

０．１６ ２７４ ０．０７７６

０．２１ ２７４ ０．０８１４

０．２６ ２７４ ０．０６７８

０．０１ ６４ ０．０１５０

０．０６ ６４ ０．０１６０

０．１１ ６４ ０．０５１９

０．１６ ６４ ０．０１２０

０．２１ ６４ ０．０１９０

０．２６ ６４ ０．０１９９

Ｔａｂｌｅ ３ 　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ
ξ ０ ＝ ［５００，…，５００１００００，０，…，０］

Ｉｎｉｔ． Ｐｔ．
Ｄｉｍ
（ｍ）

λ γ－ Ｉｔｅｒ
ＣＰＵ

ｔｉｍｅ（ｓ）

［５００，…，５００１００００，０，…，０］ ２００００

０．０１

０．０６

０．０１ ３１２ ０．２５６３

０．０６ ３１２ ０．２５００

０．１１ ３１２ ０．３８２０

０．１６ ３１２ ０．２３３４

０．２１ ３１２ ０．２４３４

０．２６ ３１２ ０．２６５３

０．０１ ７１ ０．１６６６

０．０６ ７１ ０．１６０６

０．１１ ７１ ０．２９３２

０．１６ ７１ ０．１６３６

０．２１ ７１ ０．２８８２

０．２６ ７１ ０．１７０５

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｅｘｔｅｎｄｓ ａｎ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｗｉｔｈ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｑｕａｓｉ⁃ｍｏｎｏｔｏｎｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

·０１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ． Ｗｈｉｌｅ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ⁃ｂａｓｅｄ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｓ ａｎ
ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｇｏｖｅｒｎｅｄ ｂｙ ａ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｈｅｌｐｓ ｒｅｄｕｃｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｂｕｒｄｅｎ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｓａｃｒｉｆｉｃｉｎｇ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ． Ｕｎｄｅｒ ｍｉｌｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，
ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｉｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｉｓ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ａｎｄ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ， ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｅｎｓｕｒｅｓ ｗｅａｋ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｓｅｑｕｅｎｃｅ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，
ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓ δ ⁃ｓｔｒｏｎｇ ｐｓｅｕｄｏｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｓ ｏｖｅｒ
ＳＤ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｃｏｎｆｉｒｍ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ
ａｎｄ ｐｒａｃｔｉｃａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ，
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｎｇ ｉｔｓ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｈａｒｔｍａｎ Ｐ， Ｓｔａｍｐａｃｃｈｉａ Ｇ． Ｏｎ ｓｏｍｅ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ， １９６６，
１１５：２７１－３１０． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ＢＦ０２３９２２１０．

［２］Ｃｏｔｔｌｅ Ｒ Ｗ， Ｙａｏ Ｊ Ｃ． Ｐｓｅｕｄｏ⁃ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９２， ７５： ２８１ － ２９５． ＤＯＩ： １０． １００７ ／
ＢＦ００９４１４６８．

［３］Ｙｅ Ｍ， Ｈｅ Ｙ． Ａ ｄｏｕｂｌｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１５，６０：１４１ － １５０． ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０１４－９６５９－７．

［４］Ｌｉｕ Ｈ， Ｙａｎｇ Ｊ． Ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２０，７７：４９１－ ５０８． ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２０－００２１７－８．

［５］Ｗａｎｇ Ｋ， Ｗａｎｇ Ｙ， Ｉｙｉｏｌａ Ｏ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｄｏｕｂｌｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉ⁃
ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２４，７３（３）：７０７－７３９． ＤＯＩ：
１０．１０８０ ／ ０２３３１９３４．２０２２．２１２３２４１．

［６］Ｄｕｎｇ Ｖ Ｔ， Ａｎｈ Ｐ Ｋ， Ｔｈｏｎｇ Ｄ Ｖ． Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｗｏ⁃
ｓｔｅｐ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｔｓｅｎｇ􀆳ｓ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．
Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０２４， １３６： １０８１１０． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ．
２０２４．１０８１１０．

［７］Ｔｈｏｎｇ Ｄ Ｖ， Ｌｉ Ｘ Ｈ， Ｄｕｎｇ Ｖ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ ｓｔｅｐ
ｓｉｚｅｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ．
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２４， ４３： １９８．
ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ４０３１４－０２４－０２６９９－２．

［８］Ｃｅｎｓｏｒ Ｙ， Ｇｉｂａｌｉ Ａ， Ｒｅｉｃｈ Ｓ． Ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｉｎ
Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１１，１４８：３１８－３３５． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０９５７－
０１０－９７５７－３．

［９］Ｃｈｅｎ Ｊ， Ｈｕａｎｇ Ｚ， Ｚｈａｎｇ Ｙ． Ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２５， ７１： １０３ － １３１． ＤＯＩ： １０． １００７ ／ ｓ１２１９０ －
０２４－０２２１９－９．

［１０］Ｒｅｈｍａｎ Ｈ Ｕ， Ｋｕｍａｍ Ｐ， Ｏｚｄｅｍｉｒ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ． Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０２３，５６：２０２２０２０２． ＤＯＩ： １０．１５１５ ／ ｄｅｍａ－
２０２２－０２０２．

［１１］Ｌａｎｇｅｎｂｅｒｇ Ｎ． Ａｎ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｐｒｏｘｉｍａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｑｕａｓｉｍｏｎｏｔｏｎｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１２， １５５： ９０２ －
９２２． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０９５７－０１２－０１１１－９．

［１２］Ｂｒｉｔｏ Ａ Ｓ， Ｃｒｕｚ Ｎｅｔｏ Ｊ Ｘ， Ｌｏｐｅｓ Ｊ Ｏ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒｉｏｒ
ｐｒｏｘｉｍａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｌｉｎｅａｒ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１２，１５４：２１７－２３４． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０９５７－
０１２－０００２－０．

［１３］Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ Ａ Ａ． Ｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ．
Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ，１９６４，７０：
７０９－７１０．

［１４］Ｙａｏ Ｙ， Ｍａｒｉｎｏ Ｇ， Ｍｕｇｌｉａ Ｌ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｋｏｒｐｅｌｅｖｉｃｈ􀆳ｓ
ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｎｏｒｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１４， ６３： ５５９－５６９．

［１５］Ｋｏｒｐｅｌｅｖｉｃｈ Ｇ Ｍ． Ｔｈｅ ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｉｎｄｉｎｇ
ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｍａｔｅｃｏｎ，１９７６，１２：７４７－
７５６．

［１６］Ａｎｔｉｐｉｎ Ａ Ｓ． Ｏｎ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｕｓｉｎｇ ａ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｅｋｏｎｏｍｉｋａ ｉ Ｍａｔｅｍａｔｉｃｈｅｓｋｉｅ Ｍｅｔｏｄｙ， １９７６， １２： １１６４ －
１１７３．

［１７］Ａｇｕｉａｒ Ａ Ａ，Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｐｒｕｄｅｎｔｅ Ｌ Ｆ． Ｉｎｅｘａｃｔ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ．
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２３，８４：
３６３－３９５． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２２－００４２５－４．

［１８］Ｇｏｌｂａｂａｅｅ Ｍ， Ｄａｖｉｅｓ Ｍ Ｅ． Ｉｎｅｘａｃｔ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ａｎｄ ｆａｓｔ ｄａｔａ ｄｒｉｖｅｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｅｎｓｉｎｇ． ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ，２０１８，６４（１０）：６７０７－
６７２１． ＤＯＩ：１０．１１０９ ／ ＴＩＴ．２０１８．２８４１３７９．

［１９］Ｄíａｚ Ｍｉｌｌáｎ Ｒ， Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｐｒｕｄｅｎｔｅ Ｌ． Ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｘ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０２１，８０：２４５－２６９． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２１－００２９３－４．

［２０］Ｄíａｚ Ｍｉｌｌáｎ Ｒ， Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｕｇｏｎ Ｊ． Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
Ｄｏｕｇｌａｓ⁃Ｒａｃｈｆｏｒｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｓｅｔｓ ｃｏｎｖｅｘ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２０２３，８６：６２１－
６３６． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０８９８－０２２－０１２６４－７．

［２１］Ｂｉｒｇｉｎ Ｅ Ｇ， Ｍａｒｔíｎｅｚ Ｊ Ｍ， Ｒａｙｄａｎ Ｍ． Ｉｎｅｘａｃｔ ｓｐｅｃｔｒａｌ
ｐｒｏｊｅｃｔｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｎ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔｓ． ＩＭＡ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００３， ２３ （ ４）： ５３９ － ５５９． ＤＯＩ： １０．
１０９３ ／ ｉｍａｎｕｍ ／ ２３．４．５３９．

［２２］Ｂｏｎｅｔｔｉｎｉ Ｓ， Ｌｏｒｉｓ Ｉ， Ｐｏｒｔａ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｒｉｃ
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ｉｎｅｘａｃｔ ｌｉｎｅ⁃ｓｅａｒｃｈ⁃ｂａｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｎｏｎｓｍｏｏｔｈ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．
ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２０１６，２６ （ ２）：８９１ － ９２１．
ＤＯＩ：１０．１１３７ ／ １５Ｍ１０１９３２５．

［２３］Ｇｏｎçａｌｖｅｓ Ｄ Ｓ， Ｇｏｎçａｌｖｅｓ Ｍ Ｌ， Ｍｅｎｅｚｅｓ Ｔ Ｃ． Ｉｎｅｘａｃｔ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｒｉｃ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｘ⁃ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２０１８，７１：１４５－ １６３．
ＤＯＩ： １０．１０８０ ／ ０２３３１９３４．２０２１．１８８７１８１．

［２４］Ｍｉｌｌáｎ Ｒ Ｄ， Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｕｇｏｎ Ｊ． Ｅｘｔｒａｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
ｗｉｔｈ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｔｏ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０２４，８９：４５９－４８４． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２４－００５９２－６．

［２５］Ａｇｕｉａｒ Ａ Ａ， Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｐｒｕｄｅｎｔｅ Ｌ Ｆ． Ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２２， ７１：
３５１５－３５３７． ＤＯＩ：１０．１０８０ ／ ０２３３１９３４．２０２１．１９０２５２０．

［２６］Ｆａｃｃｈｉｎｅｉ Ｆ， Ｐａｎｇ Ｊ Ｓ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ Ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｂｅｒｌｉｎ：
Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２００３．

［２７］Ｂａｕｓｃｈｋｅ Ｈ Ｈ，Ｃｏｍｂｅｔｔｅｓ Ｐ Ｌ， Ｂａｕｓｃｈｋｅ Ｈ Ｈ， ｅｔ ａｌ．
Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｔｏ： Ｃｏｎｖｅｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｍｏｎｏｔｏｎｅ Ｏｐｅｒａｔｏｒ
Ｔｈｅｏｒｙ ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ Ｓｐａｃｅｓ． Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２０１７．

［２８］Ｏｌｉｖｅｉｒａ Ｆ Ｒ， Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｓｉｌｖａ Ｇ Ｎ． Ｎｅｗｔｏｎ􀆳ｓ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｉｔｈ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｉｎｅｘａｃｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１９，７２：１５９－１７７． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ１０５８９－
０１８－００４０－０．

［２９］Ｃｏｍｂｅｔｔｅｓ Ｐ Ｌ． Ｑｕａｓｉ⁃Ｆｅｊéｒｉａｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｏｍｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ． Ｉｎ： Ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． Ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２００１，８：１１５ － １５２． ＤＯＩ： ／ １０． １０１６ ／ Ｓ１５７０ － ５７９Ｘ （ ０１）
８００１０－０．

［３０］Ｏｓｉｌｉｋｅ Ｍ， Ａｎｉａｇｂｏｓｏｒ Ｓ． Ｗｅａｋ ａｎｄ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｆｏｒ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｅｘｐｅｎｓｉｖｅ
ｍａｐｐｉｎｇｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，２０００，
３２（１０）：１１８１ － １１９１． ＤＯＩ： １０． １０１６ ／ Ｓ０８９５ － ７１７７（００）
００１９９－０．

［３１］Ｂｅｃｋ Ａ， Ｔｅｂｏｕｌｌｅ Ｍ． Ａ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ
ｌｉｎｅａｒ ｒａｔｅ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，
２００４，５９：２３５－２４７． ＤＯＩ： １０．１００７ ／ ｓ００１８６０３００３２７．

［３２］Ｆｅｒｒｅｉｒａ Ｏ Ｐ， Ｌｅｍｅｓ Ｍ， Ｐｒｕｄｅｎｔｅ Ｌ Ｆ． Ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｅｘａｃｔ
ｓｃａｌｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２２，８１：９１ － １２５． ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ ｓ１０５８９－０２１－００３３１－１．
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