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ｎａｔｕｒａｌｌｙ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｐｒｏｖａｂｌｅ ｆｏｒｍｕｌａｓ． Ｉｎ
ｆａｃｔ， ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｉｄｅａｌｓ ｉｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｉｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｆｉｌｔｅｒｓ ｉｎ ｎｏｒｍａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ｂｙ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｆｉｌｔｅｒｓ， ｗｅ ｃａｎ ｅｘｔｅｎｄ ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｔｏ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｏｕｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ．
Ｕｎｄｅｒ ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｒｅ ａｌｓｏ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｔｈａｔ ｉｓ， ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｒｅ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ，
ｗｅ ｃａｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｓｏｍｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ｔｏ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｃａｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｂｙ ｄｅｆｉｎｉｎｇ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ ａｎｄ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｔｕｄｙ
ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｌｏｇｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ． Ｂｙ ｄｅｆｉｎｉｎｇ
Ｓｔｏｎｅａｎ ａｌｇｅｂｒａｓ， ｕｎｄｅｒ ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｃａｎ
ｏｂｓｅｒｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ ｓｐａｃｅ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｆｏｒｍｓ ａ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｌａｔｔｉｃｅ．

Ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｉｓ ａｉｍｅｄ ａｔ
ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌｓ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｗｅ ｅｘｔｅｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｂｙ
ａｄｄｉｎｇ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｕ∉｛０，１｝ ａｎｄ ｔｗｏ ｕｎａｒｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ν ａｎｄ μ ． Ｗｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｅｖｅｒａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅｉｒ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｗｉｔｈ
ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｕ ， ν ， ａｎｄ μ ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｓｅｃｏｎｄｌｙ， ｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｔｏ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ Ｉ∩Ｅ（Ｌ） ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｅ（ Ｌ） ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ
Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ｗｅ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅｉｒ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ． Ｗｅ
ｃｌａｓｓｉｆｙ ａｎｄ ｓｔｕｄｙ ｖａｒｉｏｕｓ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ，
ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ， ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ， ａｎｄ ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌｓ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｗｅ
ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ａｍｏｎｇ ｔｈｅｓｅ ｖａｒｉｏｕｓ
ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ．

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．１［１］ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ω，φ，ψ ∈ Ｌ ， ｉｆ ｔｈｅ
ａｌｇｅｂｒａ （Ｌ， →，１） ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，
ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

（Ｌ１） １ → ω ＝ ω ， ω → ω ＝ ω → １ ＝ １；
（Ｌ２） （ω → φ） → （ω → ψ） ＝

　 　 　 　 　 （φ → ω） → （φ → ψ） ；
（Ｌ３） ω → φ ＝ φ → ω ＝ １ ｉｍｐｌｉｅｓ ω ＝ φ ．
Ｉｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ｌｏｇｉｃａｌ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｖｅ，

ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｐａｒｔｉａｌ ｏｒｄｅｒ ｏｎ Ｌ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ φ ≤ ψ ｉｆｆ
φ → ψ ＝ １．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．２［ ２ ］ 　 Ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｉｓ ｂｏｕｎｄｅｄ ｉｆ
ｉｔ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ０． Ｉｎ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ， ｉｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ′：ω → ω′ ｉｓ ｂｉｊｅｃｔｉｖｅ， ｉｎ
ｗｈｉｃｈ ω′ ＝ ω → ０ ａｎｄ ω ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｌｌ Ｌ ｈａｓ
ｎｅｇａｔｉｏｎ ′ ． Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ω →
ω ～ ．

Ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ５ ］， ｔｈｅ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｈａｓ ｄｏｕｂｌｅ
ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｉｆ ω′ ＝ ω ～ ｆｏｒ ａｎｙ ω ∈ Ｌ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．３［ ４ ］ 　 Ｉｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （Ｋ）： ω→（φ→ ω） ＝ １， ｆｏｒ ａｎｙ ω，φ∈
Ｌ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．４［ ４ ］ 　 Ｉｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （Ｃ）：（φ → （ψ → ω）） → （ψ → （φ →
ω）） ＝ １， ｆｏｒ ａｎｙ ψ，ω，φ ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ＣＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ．

Ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ４ ］， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈｅ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （Ｋ） ．

Ｅｘａｍｐｌｅ １．１［５］ 　 （Ｌ ＝ ｛０，φ，ψ，１｝，→，０，１） ｉｓ
ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ａｌｓｏ ａ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｗｈｅｒｅ
ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １．
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｏｎ Ｌ

→ ０　 φ　 ψ　 １
０
φ
ψ
１

１　 １　 １　 １
０　 １　 １　 １
０　 φ　 １　 １
０　 φ　 ψ　 １

　 　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．５［７］ 　 Ｉｎ ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ， ｉｆ
（（φ → ψ） → ω） → （（ψ → φ） → ω） ＝

　 　 　 （（φ → ψ） → ω） → ω
ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ φ，ψ，ω ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ

ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．２［ １ ］ 　 Ｉｎ ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ， ｉｆ φ ≤

ψ ， ｔｈｅｎ ω → φ ≤ ω → ψ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ，ω ∈ Ｌ ．
Ｅｘａｍｐｌｅ １．２［ ６ ］ 　 （Ｌ ＝ ｛０，φ，ψ，１｝， →，０，１）

ｉｓ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． １， ｉｎ
ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ
Ｔａｂｌｅ ２．

Ｆｉｇ．１　 Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｌ

·２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｏｎ Ｌ
→ ０　 φ　 ψ　 １
０
φ
ψ
１

１　 １　 １　 １
ψ　 １　 ψ　 １
φ　 φ　 １　 １
０　 φ　 ψ　 １

　 　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．２［８］ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ，ω∈ Ｌ ， ｉｆ Ｌ ｉｓ
ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ．

１） φ ≤ ψ → φ ；
２） φ ≤ ψ⇒ψ → ω ≤ φ → ω ；
３） （（φ→ ψ） → ω） → ω≤ （（φ→ ψ） → ω） →

　 　 　 （（ψ → φ） → ω） ．
Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｉｓ

ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （Ｋ） ．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １． ６［ １ ］ 　 Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ ∈ Ｌ ， ｉｆ ｔｈｅ

ｓｕｂｓｅｔ Ｉ ｏｆ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａｎ ｉｄｅａｌ， ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ：

１） １ ∈ Ｉ ；
２） φ，φ → ψ ∈ Ｉ⇒ψ ∈ Ｉ ；
３） φ ∈ Ｉ⇒（φ → ψ） → ψ ∈ Ｉ ；
４） φ ∈ Ｉ⇒ψ → φ，ψ → （φ → ψ） ∈ Ｉ ．
Ｉｎ Ｒｅｆ．［５］， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｛１｝ ａｎｄ Ｌ ａｒｅ ｔｗｏ

ｉｄｅａｌｓ ｏｆ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ，
ｔｈｅｎ ４） ｃａｎ ｂｅ ｏｍｉｔｔｅｄ， ａｎｄ ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ
３）， ４） ｃａｎ ｂｅ ｏｍｉｔｔｅｄ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．７［ １０ ］ 　 Ｗｅ ｃａｌｌ Ａ ＝ （Ａ，∧，∨，∗，⇒，
０，１） ｉｓ ａ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ， ｉｆ

１） （Ａ， ∧， ∨，０，１） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ；
２） （Ａ，∗，１） ｉｓ ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ｍｏｎｏｉｄ；
３） φ∗ψ ≤ ω ｉｆｆ φ≤ ψ⇒ω ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ，ω∈ Ａ ．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．８ ［ １６ ］ 　 Ｉｎ ａ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ Ａ ，

ｉｆ φ∗（φ⇒ψ） ＝ φ∧ ψ ， ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ ∈ Ａ ， ｔｈｅｎ Ａ ｉｓ
ｃａｌｌｅｄ ａ ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．３［ １６ ］ 　 Ａ ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ
ｉｓ ａｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １． ９［ １０ ］ 　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ａ ＝ （Ａ， ∧，
∨，∗，⇒，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａ， ｉｆ
Ａ ｃａｎ ｆｏｒｍｓ ａ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ， ａｎｄ ｆｏｒ ａｌｌ φ，ψ∈Ａ ，
ｗｅ ｈａｖｅ：

（Ｔ．１） νφ ≤ φ ， （Ｔ．１′） φ ≤ μφ
（Ｔ．２） νφ ≤ ννφ ，（Ｔ．２′） μμφ ≤ μφ
（Ｔ．３） ν（φ∧ψ）＝ νφ∧νψ ，（Ｔ．３′） μ（φ∧ψ）＝

μφ ∧ μψ
（Ｔ．４） ν（φ∨ψ）＝ νφ∨νψ ，（Ｔ．４′） μ（φ∨ψ）＝

μφ ∨ μψ
（Ｔ．５） ν１ ＝ １，（Ｔ．５′） μ０ ＝ ０
（Ｔ．６） νｕ ＝ ０，（Ｔ．６′） μｕ ＝ １
（Ｔ．７） νμφ ＝ μφ ，（Ｔ．７′） μνφ ＝ νφ
（Ｔ．８） ν（φ⇒ψ） ≤ νφ⇒νψ

（ Ｔ． ９ ） （νφ⇔νψ）∗（μφ⇔μψ） ≤ （φ⇔ψ） ，
ｗｈｅｒｅ φ⇔ψ ＝ （φ⇒ψ）∗（ψ⇒φ）

（Ｔ．１０） νφ⇒νψ ≤ ν（νφ⇒νψ）

２　 Ｔｒｉａｎｇｌｅ Ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ

　 　 Ｂｙ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ，
ｔｈａｔ ｉｓ， ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｕ （ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｆｒｏｍ ０
ａｎｄ １） ａｎｄ ｔｗｏ ｕｎａｒｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｖ ａｎｄ μ ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｉｎ
ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｓｏｍｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｒｅ ａｌｓｏ ｓｔｕｄｉｅｄ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （Ｌ，→，ν，μ，０，ｕ，
１） ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｆ （Ｌ， →，
０，１） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ａｎｄ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ，
ｗｅ ｈａｖｅ：

（ＴＬ１） νφ ≤ φ ，（ＴＬ１′） φ ≤ μφ
（ＴＬ２） νφ ≤ ννφ ，（ＴＬ２′） μμφ ≤ μφ
（ＴＬ３） ν１ ＝ １，（ＴＬ３′） μ０ ＝ ０
（ＴＬ４） νｕ ＝ ０，（ＴＬ４′） μｕ ＝ １
（ＴＬ５） νμφ ＝ μφ ，（ＴＬ５′） μνφ ＝ νφ
（ＴＬ６） Ｉｆ φ ≤ ω ， ｔｈｅｎ μφ ≤ μω
（ＴＬ７） ν（φ → ω） ≤ νφ → νω
（ＴＬ８） Ｉｆ νφ ＝ νω， μφ ＝ μω ， ｔｈｅｎ φ ＝ ω
（ＴＬ９） νφ → νω ≤ ν（νφ → νω）
Ｆｒｏｍ （ＴＬ１）ａｎｄ （ＴＬ２）， ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ ννφ ＝

νφ ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， ｆｒｏｍ
（ＴＬ１′） ａｎｄ （ ＴＬ２′）， ｗｅ ｈａｖｅ μμφ ＝ μφ ． Ｆｒｏｍ
（ＴＬ１） ａｎｄ （ＴＬ９）， νφ → νω ＝ ν（νφ → νω） ｃａｎ ｂｅ
ｇｏｔｔｅｎ． （ ＴＬ６） ａｎｄ （ ＴＬ７） ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ν ａｎｄ μ ａｒｅ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
（ＴＬ１′）， （ＴＬ２′）， ａｎｄ （ＴＬ６）， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｆｅｒｒｅｄ ｔｈａｔ
φ ≤ μμφ ＝ μφ ａｎｄ ｉｆ φ≤ω， ｔｈｅｎ μφ≤ μω， ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， μ ｉｓ ａ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｎ Ｌ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ
（ＴＬ１）， （ＴＬ２）， ａｎｄ （ＴＬ７）， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｆｅｒｒｅｄ ｔｈａｔ
ννφ ＝ νφ≤ φ ａｎｄ ｉｆ φ≤ω， ｔｈｅｎ νφ≤ νω， ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ， Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν ｉｓ ａ ｄｕａｌ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｎ Ｌ ．

Ｉｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （Ｋ） ， （Ｃ） ， ｏｒ ｉｔ ｉｓ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ， ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｏｒ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２．１［ １０ ］ 　 Ｌｅｔ Ｌ ＝ （［０，１］， ∧Ｌ， ∨Ｌ，
∗， →，０，１） ｂｅ ａ ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ， ｗｈｅｒｅ
φ ∨Ｌω ＝ｍａｘ｛φ，ω｝ ， φ ∧Ｌω ＝ ｍｉｎ｛φ，ω｝ ， φ∗ω ＝
ｍｉｎ｛φ，ω｝ ， ｉｆ φ ≤ ω ， ｔｈｅｎ φ → ω ＝ １； ｉｆ ω ≤ φ ，
ｔｈｅｎ φ → ω ＝ ω ， ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ．

·３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｔｈｅｎ ｆｏｒ
Ｉｎｔ（Ｌ） ＝ ｛［φ１，φ２］：（φ１，φ２） ∈ Ｌ × Ｌ，φ１ ≤ φ２｝

　 　 Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ：
［φ１，φ２］☉［ω１，ω２］ ＝ ［φ１∗ω１，φ２∗ω２］
［φ１，φ２］⇒［ω１，ω２］ ＝

　 　 　 ［（φ１ → ω１） ∧ （φ２ → ω２），φ２ → ω２］
［φ１，φ２］ ∧ ［ω１，ω２］ ＝ ［φ１ ∧Ｌω１，φ２ ∧Ｌω２］
［φ１，φ２］ ∨ ［ω１，ω２］ ＝ ［φ１ ∨Ｌω１，φ２ ∨Ｌω２］
Ｆｏｒ ａｎｙ ［φ１，φ２］， ［ω１，ω２］ ∈ Ｉｎｔ（Ｌ） ． Ｔｈｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｉｎｔ（Ｌ） ＝ （Ｉｎｔ（Ｌ）， ∧， ∨，☉，⇒， ［０，０］，
［１，１］） ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ．

Ｗｅ ａｌｓｏ ｄｅｆｉｎｅ ａ ｐａｒｔｉａｌ ｏｒｄｅｒ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｉｎ Ｉｎｔ（Ｌ），
［φ１，φ２］ ≤［ω１，ω２］⇔ φ１ ≤ω１ ａｎｄ φ２ ≤ω２， ｆｏｒ ａｎｙ
［φ１，φ２］，［ω１，ω２］∈ Ｉｎｔ（Ｌ）． Ｉｆ ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｖ［φ１，φ２］ ＝
［φ１，φ１］ ， ａｎｄ μ［φ１，φ２］ ＝ ［φ２，φ２］ ， ｕ ＝ ［０，１］， ｆｏｒ
ａｎｙ ［φ１，φ２］ ∈ Ｉｎｔ（Ｌ）， ｔｈｅｎ

Ｉｎｔ（Ｌ） ＝ （Ｉｎｔ（Ｌ）， ∧， ∨，☉，⇒，
　 　 　 ｖ，μ，［０，０］，ｕ，［１，１］）
ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａ．

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ Ｉｎｔ（Ｌ） ｉｓ ａｌｓｏ ａ
ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ． Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ， ｆｏｒ ａｎｙ
［φ１，φ２］， ［ω１，ω２］ ∈ Ｉｎｔ（Ｌ） ， ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｏｒｄｅｒ
ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ［φ１，φ２］ ａｎｄ ［ω１，ω２］ ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ
ｔｈａｔ ［φ１，φ２］ ≤ ［ω１，ω２］ ｏｒ ［φ１，φ２］ ≥ ［ω１，ω２］ ． Ｉｆ
［φ１，φ２］ ≤ ［ω１，ω２］ ， ｔｈｅｎ

［φ１，φ２］ ∧ ［ω１，ω２］ ＝
［φ１ ∧Ｌω１，φ２ ∧Ｌω２］ ＝
［φ１，φ２］ ＝ ［φ１∗１，φ２∗１］ ＝ ［φ１，φ２］☉
［１，１］ ＝ ［φ１，φ２］☉［（φ１ → ω１） ∧Ｌ

（φ２ → ω２），φ２ → ω２］ ＝ ［φ１，φ２］☉
（［φ１，φ２］⇒［ω１，ω２］）

Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｉｆ
［φ１，φ２］ ≥ ［ω１，ω２］ ， ｔｈｅｎ ［φ１，φ２］ ∧ ［ω１，ω２］ ＝
［φ１，φ２］☉（［φ１，φ２］⇒［ω１，ω２］） ．

Ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｏｒｄｅｒ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ［φ１，φ２］ ａｎｄ
［ω１，ω２］ ， ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ φ１ ＜ ω１ ａｎｄ φ２ ＞ ω２，
ｏｒ φ１ ＞ ω１ ａｎｄ φ２ ＜ ω２ ． Ｉｆ φ１ ＜ ω１ ａｎｄ φ２ ＞ ω２， ｔｈｅｎ

［φ１，φ２］ ∧ ［ω１，ω２］ ＝
［φ１ ∧Ｌω１，φ２ ∧Ｌω２］ ＝
［φ１，ω２］ ＝ ［φ１∗ω２，φ２∗ω２］ ＝
［φ１，φ２］［１ ∧Ｌω２，ω２］ ＝
［φ１，φ２］☉［（φ１ → ω１） ∧Ｌ（φ２ → ω２），
φ２ → ω２］ ＝ ［φ１，φ２］☉
（［φ１，φ２］⇒［ω１，ω２］）

Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ
φ１ ＞ ω１ ａｎｄ φ２ ＜ ω２， ｗｅ ｈａｖｅ

［φ１，φ２］ ∧ ［ω１，ω２］ ＝ ［φ１，φ２］☉
　 　 　 （［φ１，φ２］⇒［ω１，ω２］）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｉｎｔ（Ｌ） ｉｓ ａ ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅ

（ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．２）， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １．８．
Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｉｌｙ ｅｖｉｄｅｎｔ ｔｈａｔ Ｉｎｔ（Ｌ）＝ （Ｉｎｔ（Ｌ），∧，∨，

☉，⇒，ｖ，μ， ［０，０］，ｕ， ［１，１］） ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１ ａｎｄ
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．３．

Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｒｅ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｆｉｇ．２　 Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｉｎｔ（Ｌ）

　 　 Ｒｅｍａｒｋ ２．１ 　 Ｉｆ Ｌ ＝ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ νφ ＝ νω ａｎｄ μφ ＝ μω
ｉｆｆ φ ＝ ω ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω∈ Ｌ ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ＴＬ８），
ｉｆ νφ ＝ νω ａｎｄ μφ ＝ μω ， ｔｈｅｎ φ ＝ ω ． Ｉｆ φ ＝ ω ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ ＴＬ６ ）， ｔｈｅｎ μφ ≤ μω，μω ≤ μφ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ Ｌ３ ）， μφ ＝ μω ． Ａｎｄ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ＴＬ３） ａｎｄ （ＴＬ７）， ｔｈｅｒｅ ｉｓ １ ＝ ν１ ＝
ν（φ → ω） ≤νφ→νω ａｎｄ １ ＝ ν１ ＝ ν（ω → φ）≤νω→
νφ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ Ｌ３ ）， νφ ＝ νω ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｉｆ φ ＝ ω ， ｔｈｅｎ νφ ＝ νω ａｎｄ μφ ＝ μω．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， νφ ＝ νω ａｎｄ μφ ＝ μω ｉｆｆ φ ＝ ω ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ．

Ｉｎ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｃａｓｅ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｓｏｌｅｌｙ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ν ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２． １ 　 Ｌｅｔ （Ｌ， →，０，１） ｂｅ ａ
ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｕ′ ＝ ｕ ｆｏｒ
ｅｘｉｓｔｓ ｕ ∈ Ｌ ， ａｎｄ ν ｓａｔｉｓｆｉｅｓ （ ＴＬ１） － （ ＴＬ５） ａｎｄ
（ＴＬ７）－（ＴＬ９） ． Ｉｆ ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ μφ ＝ （νφ′） ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ∈
Ｌ ， ｔｈｅｎ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｌｅｔ （Ｌ， →，０，１） ｂｅ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｎｅｇａｔｉｏｎ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ＴＬ１），
ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ νφ′≤ φ′ ， ａｎｄ ｓｏ φ ＝ φ″≤ （νφ′） ′ ＝
μφ ． Ｓｏ （ＴＬ１′） ｈｏｌｄｓ．

Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ νφ′ ＝ ν（νφ′） ＝ ν（νφ′） ″ ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ ＴＬ１）， （ ＴＬ２） ａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ ｎｅｇａｔｉｏｎ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ μμφ ＝ （ν（νφ′） ″） ′ ＝ （ν（νφ′）） ′ ＝ （νφ′） ′ ＝
μφ Ｓｏ （ＴＬ２′） ｈｏｌｄｓ．

μ０ ＝ （ν０′） ′ ＝ （ν１） ′ ＝ １′ ＝ ０
Ｓｏ （ＴＬ３′） ｈｏｌｄｓ．
Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｕ′ ＝ ｕ ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ

·４·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

μｕ ＝ （νｕ′） ′ ＝ （νｕ） ′ ＝ ０′ ＝ １， ｂｙ （ＴＬ４） ． Ｓｏ （ＴＬ４′）
ｈｏｌｄｓ．

Ｂｅｃａｕｓｅ νμφ′ ＝ μφ′ ｂｙ （ＴＬ５）， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ
ν（νφ）′ ＝ ν（νφ″）′ ＝ （νφ）′， ａｎｄ ｓｏ μνφ ＝ （ν（νφ）′）′ ＝
（νφ） ″ ＝ νφ ． Ｓｏ （ＴＬ５′） ｈｏｌｄｓ．

Ｉｆ φ≤ω ， ｔｈｅｎ １ ＝ ν１ ＝ ν（ω′→φ′）≤νω′→νφ′，
ｓｉｎｃｅ ω′ ≤ φ′． Ｓｏ ｗｅ ｈａｖｅ νω′≤ νφ′． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
ｔｈａｔ μφ ＝ （νφ′） ′ ≤ （νω′） ′ ＝ μω ． Ｓｏ （ＴＬ６） ｈｏｌｄｓ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．２　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｌ ＝ （Ｌ，→，ν，μ，０，ｕ，１），ｗｅ ｓｅｔ Ｅ（Ｌ）＝ ｛φ∈Ｌ ｜ νφ ＝
φ｝， ν（Ｌ） ＝ ｛νφ ｜ φ∈Ｌ｝ ， ａｎｄ μ（Ｌ）＝ ｛μφ ｜ φ∈Ｌ｝．
　 　 Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｔｈａｔ νφ，μφ ∈ Ｅ（Ｌ）， ｓｉｎｃｅ
ννφ ＝ φ ａｎｄ νμφ ＝ μφ， ｆｏｒ ａｌｌ φ ∈ Ｌ ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２．２　 Ｉｆ Ｌ ＝ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ
ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ

Ｅ（Ｌ） ＝ ν（Ｌ） ＝ μ（Ｌ） ＝ ν（Ｅ（Ｌ）） ＝ μ（Ｅ（Ｌ））
Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ φ ∈ Ｅ（Ｌ） ⊆ Ｌ ， ｔｈｅｎ φ ＝ νφ∈ ν（Ｌ）

ｆｏｒ ａｌｌ φ ∈ Ｌ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｅ（Ｌ） ⊆ ν（Ｌ） ．
Ｉｆ φ ∈ ν（Ｌ） ⊆ Ｌ ， ｔｈｅｎ φ ＝ νω ＝ μνω ∈ μ（Ｌ），

ｓｉｎｃｅ （ＴＬ５′） ａｎｄ νω ∈ Ｅ（Ｌ） ， ｆｏｒ ｓｏｍｅ ω ∈ Ｌ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν（Ｌ） ⊆ μ（Ｌ） ．

Ｉｆ φ ∈ μ（Ｌ）， ｔｈｅｎ φ ＝ μω ＝ νμω ∈ ν（Ｅ（Ｌ）），
ｓｉｎｃｅ （ ＴＬ５） ａｎｄ μω ∈ Ｅ（Ｌ）， ｆｏｒ ｓｏｍｅ ω ∈ Ｌ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， μ（Ｌ） ⊆ ν（Ｅ（Ｌ）） ．

Ｉｆ φ∈ ν（Ｅ（Ｌ））， ｔｈｅｎ φ ＝ νω ＝ μνω∈ μ（Ｅ（Ｌ））
ｆｏｒ ｓｏｍｅ ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｂｙ （ ＴＬ５′）． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ν（Ｅ（Ｌ）） ⊆μ（Ｅ（Ｌ）） ．

Ｉｆ φ ∈ μ（Ｅ（Ｌ））， ｔｈｅｎ φ ＝ μω ∈ μ（Ｅ（Ｌ）） ｆｏｒ
ｓｏｍｅ ω ∈ Ｅ（Ｌ） ． Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ φ ＝ μω ∈ Ｅ（Ｌ），
ｓｉｎｃｅ νμω ＝ μω ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， μ（Ｅ（Ｌ）） ⊆Ｅ（Ｌ）．Ｅ（Ｌ）＝ ν（Ｅ（Ｌ））＝
ν（Ｌ） ＝ μ（Ｌ） ＝ μ（Ｅ（Ｌ）） ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２． １ 　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｅ（Ｌ） ＝ ｛φ ∈ Ｌ ｜ μφ ＝ φ｝ ａｎｄ （Ｅ（Ｌ），
→，０，１） ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｌｅｔ Ｌ ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．
Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ∈ Ｅ（Ｌ） ⊆ Ｌ ， ｗｅ ｈａｖｅ μφ ＝ μνφ ＝ νφ ＝
φ， ｂｙ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２．１ ａｎｄ ２．２． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｛φ∈ Ｌ ｜ μφ ＝
φ｝ ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ＴＬ１） ａｎｄ （ＴＬ９）， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ
νφ → νψ ＝ φ → ψ ａｎｄ ｓｏ ν（νφ → νψ） ＝ ν（φ → ψ） ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， φ→ ψ ＝ ν（φ→ ψ） ａｎｄ ｓｏ φ→ ψ∈ Ｅ（Ｌ） ．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ０，１ ∈ Ｅ（Ｌ）， ｓｉｎｃｅ ν０ ＝ ０ ａｎｄ ν１ ＝ １．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， （Ｅ（Ｌ），→，０，１） ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２．３ 　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ νφ ＝ ｓｕｐ｛ω∈ Ｅ（Ｌ） ｜ ω≤ φ｝ ａｎｄ μφ ＝
ｉｎｆ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ φ ≤ ω｝ ， ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．
Ｂｅｃａｕｓｅ ννφ ＝ νφ≤ φ ｆｏｒ ａｎｙ φ∈ Ｌ ， ｓｏ νφ∈｛ω∈
Ｅ（Ｌ） ｜ ω ≤ φ｝ ， ｗｅ ｈａｖｅ νφ ≤ ｓｕｐ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜
ω ≤ φ｝ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， νａ ≤ νφ ， ｓｉｎｃｅ ν ｉｓ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ａ ∈ ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ ω ≤ φ｝ ．
Ｈｅｎｃｅ， ｓｕｐ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ ω ≤ φ｝ ≤ νφ ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， νφ ＝ ｓｕｐ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ ω ≤ φ｝ ．

Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ μμφ ＝ μφ ≥ φ ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｈａｖｅ μφ ∈ ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ φ ≤ ω｝ ａｎｄ
μφ ≥ ｉｎｆ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ φ ≤ ω｝ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｉｎｆ｛ω ∈
Ｅ（Ｌ） ｜ φ≤ ω｝ ≥ μφ ， ｓｉｎｃｅ φ≤ ａ⇒μφ≤ μａ ＝ ａ ｆｏｒ
ｅｖｅｒｙ ａ ∈ ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ φ ≤ ω｝ ， ｂｙ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２．１．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， μφ ＝ ｉｎｆ｛ω ∈ Ｅ（Ｌ） ｜ φ ≤ ω｝ ．

Ｇｉｖｅｎ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ
ｇｅｎｅｒａｔｅ ｓｏｍｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｓｏｍｅ
ｅｘａｍｐｌｅｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｉｔ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２．２　 Ｉｆ Ｌ ＝ （｛０，ａ，１｝， →Ｌ，０，１） ｉｓ ａ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ａ ＝ （Ａ，→，ν，μ，［０，０］，［０，
１］， ［１，１］） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｎ
ｗｈｉｃｈ， Ａ ＝ ｛［０，０］，［０，１］，［ａ，ａ］，［１，１］｝ ， ν［ ，
］ ＝［ ， ］， ａｎｄ μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ， ｆｏｒ ａｎｙ ［ ，
］，［φ１，φ２］ ∈ Ａ ． Ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｅｆｉｎｅｄ

ｏｎ Ｌ ａｎｄ Ａ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ３ ａｎｄ ４，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

［ ， ］ → ［φ１，φ２］ ＝

　
［ →Ｌφ１， →Ｌφ２］，
　 ｉｆ（ →Ｌφ１） ≤ （ →Ｌφ２）
［ →Ｌφ２， →Ｌφ２］， ｅｌｓｅ

ì

î

í

ïï

ïï

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→Ｌ ０ ａ １

０
ａ
１

１ １ １
０ １ １
０ ａ １

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ａ

→ ［０，０］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［１，１］

［０，０］
［ａ，ａ］
［０，１］
［１，１］

［１，１］ ［１，１］ ［１，１］ ［１，１］
［０，０］ ［１，１］ ［０，１］ ［１，１］
［０，０］ ［ａ，ａ］ ［１，１］ ［１，１］
［０，０］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ Ａ ＝ Ａ， →，［０，０］， １，１[ ]( ) ｉｓ
ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｆｏｒ ａｎｙ ［ ， ］，
［φ１，φ２］ ∈ Ａ， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ≤ ｉｎ ［ ， ］ ａｎｄ
［ ， ］ ≤ ［φ１，φ２］ ｉｆｆ ≤ φ１ａｎｄ ≤ φ２ ．

Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ν［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ≤ ［ ，
］ ， μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ≥ ［ ， ］ ， ν［ ， ］ ＝ ［ ，
］ ＝ νν［ ， ］ ， μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ＝ μμ［ ， ］ ，
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ν［１，１］ ＝ ［１，１］ ， μ［０，０］ ＝ ［０，０］ ， νμ［ ， ］ ＝
ν［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ＝ μ［ ， ］， ν［０，１］ ＝ ［０，０］ ， μ［０，
１］ ＝ ［１，１］， ａｎｄ μν［ ， ］ ＝ μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ＝
ν［ ， ］ ． Ｓｏ （ＴＬ１） －（ＴＬ５） ａｎｄ （ＴＬ１′） －（ＴＬ５′）
ｈｏｌｄｓ．

Ｗｅ ｃａｎ ｏｂｓｅｒｖｅ ｔｈａｔ ｉｎ Ａ， ｉｆ ［ ， ］ ≤ ［φ１，
φ２］， ｔｈｅｎ μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ≤ ［φ１，φ２］ ＝ μ［φ１，
φ２］ ． Ｓｏ （ＴＬ６） ｈｏｌｄｓ．

Ｆｏｒ （ＴＬ７） ． Ｉｆ → φ１ ≤ → φ２， ｔｈｅｎ
　 　 ν（［ ， ］→［φ１，φ２］）＝ ν（［ ， ］→［φ１，φ２］）＝

ν［ →Ｌφ１， →Ｌφ２］ ＝ ［ →Ｌφ１， →Ｌφ１］ ＝
［ ， ］ → ［φ１，φ１］ ＝ ν［ ， ］ → ν［φ１，φ２］

　 　 Ｉｆ → φ１ 􀰝 → φ２， ｉｎ ｆａｃｔ， ｔｈｉｓ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ
ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ ０ →０􀰝１→０， ａｎｄ ０→ ａ􀰝１→ ａ， ｂｅｃａｕｓｅ
０ → ０ ＝ １ 􀰝 ０ ＝ １ → ０ ａｎｄ ０ → ａ ＝ １ 􀰝 ａ ＝ １ → ａ ．

Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ
ν（［０，１］ →［０，０］） ＝ ν［０，０］ ＝ ［０，０］ ≤［１，１］ ＝

　 　 　 ［０，０］ → ［０，０］ ＝ ν［０，１］ → ν［０，０］
ａｎｄ

ν（［０，１］→［ａ，ａ］）＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［ａ，ａ］≤［１，１］ ＝
　 　 　 ［０，０］ → ［ａ，ａ］ ＝ ν［０，１］ → ν［ａ，ａ］

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ν（［ ， ］ → ν［φ１，φ２］） ≤
　 　 　 ν［ ， ］ → ν［φ１，φ２］

ｆｏｒ ａｎｙ ［ ， ］，［φ１，φ２］ ∈ Ａ ． Ｓｏ （ＴＬ７） ｈｏｌｄｓ．
Ｉｆ ν［ ， ］ ＝ ν［φ１，φ２］ ， μ［ ， ］ ＝ μ［φ１，φ２］ ，

ｔｈｅｎ ν［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ＝ ［φ１，φ１］ ＝ ν［φ１，φ２］ ａｎｄ
μ［ ， ］ ＝ ［ ， ］ ＝ ［φ２，φ２］ ＝ μ［φ１，φ２］ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ［ ， ］ ＝ ［φ１，φ２］ ． Ｓｏ （ＴＬ８） ｈｏｌｄｓ．

ν［ ， ］ → ν［φ１，φ２］ ＝ ［ ， ］ → ［φ１，φ１］ ＝
　 　 ［ → φ１， → φ１］ ＝ ν［ → φ１， → φ１］ ＝
　 　 ν（［ ， ］ → ［φ１，φ１］） ＝ ν（ν［ ， ］ →
　 　 ν［φ１，φ２］）

　 　 Ｓｏ （ＴＬ９） ｈｏｌｄｓ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ Ａ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ

ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．
Ｅｘａｍｐｌｅ ２．３ 　 Ｉｆ Ｌ ＝ （｛０，φ，ψ，ω，１｝， →Ｌ，０，

１） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｂ ＝ （Ｂ， →，ν，μ，［０，
０］，［０，１］， ［１，１］） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ，
ｉｎ ｗｈｉｃｈ， Ｂ ＝ ｛［０，０］，［０，１］，［φ，φ］，［ψ，ψ］，［ω，ω］，
［１，１］｝ ， ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ１，ψ１］ ， ａｎｄ μ［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ２，
ψ２］ ， ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］， ［ω１，ω２］ ∈ Ｂ ． Ｔｈｅ
ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ ａｎｄ Ｂ ａｒｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ５ ａｎｄ ６， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

　 　

［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］ ＝

　
［ψ１ →Ｌω１，ψ２ →Ｌω２］，
　 　 ｉｆ （ψ１ →Ｌω１） ≤ （ψ２ →Ｌω２）
［ψ２ →Ｌω２，ψ２ →Ｌω２］， ｅｌｓｅ

ì

î

í

ïï

ïï

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｎ Ｌ
→Ｌ ０　 φ　 ψ　 ω　 １

０
φ
ψ
ω
１

１　 １　 １　 １　 １
０　 φ　 １　 １　 １
０　 φ　 １　 １　 １
０　 φ　 ψ　 １ １
０　 φ　 ψ　 ω １

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｂ

→ ［０，０］　 ［φ，φ］ ［ψ，ψ］ 　 ［ω，ω］ 　 ［０，１］ 　 ［１，１］

［０，０］
［φ，φ］
［ψ，ψ］
［ω，ω］
［０，１］
［１，１］

［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］
［０，０］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［０，１］ 　 ［１，１］
［０，０］ ［φ，φ］ ［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［０，１］ ［１，１］
［０，０］ ［φ，φ］ ［ψ，ψ］ ［１，１］ 　 ［０，１］ ［１，１］
［０，０］ ［φ，φ］ ［ψ，ψ］ ［ω，ω］ ［１，１］ ［１，１］
［０，０］ ［φ，φ］ ［ψ，ψ］ ［ω，ω］ ［０，１］ ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ Ｂ ＝ （Ｂ，→，［０，０］，［１，１］） ｉｓ
ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｗｅ ｃａｎ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ （ ＴＬ１） －
（ＴＬ６）， （ＴＬ１′）－（ＴＬ５′）， ａｎｄ （ＴＬ８）－（ＴＬ９） ｈｏｌｄ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｘａｍｐｌｅ ２．２．

Ｆｏｒ （ＴＬ７） ． Ｉｆ ψ１ → ω１ ≤ ψ２ → ω２， ｔｈｅｎ
ν（［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］） ＝ ν［ψ１ →Ｌω１，ψ２ →Ｌω２］ ＝

　 　 　 ［ψ１ →Ｌω１，ψ１ →Ｌω１］ ＝ ［ψ１，ψ１］ → ［ω１，ω１］ ＝
　 　 　 ν［ψ１，ψ２］ → ν［ω１，ω２］
　 　 Ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］，［ω１，ω２］ ∈ Ｂ ． Ｉｆ ψ１ → ω１ 􀰝
ψ２ → ω２， ｉｎ ｆａｃｔ， ｔｈｉｓ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ ０ → ０ 􀰝
１ → ０ ａｎｄ ０ → σ 􀰝 １ → σ ， ｗｈｅｒｅ σ ∈ ｛φ，ψ，ω｝ ，
ｂｅｃａｕｓｅ ０ → ０ ＝ １ 􀰝 ０ ＝ １ → ０ ａｎｄ ０ → σ ＝ １ 􀰝 σ ＝
１ → σ ． Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ
　 　 ν（［０，１］→［０，０］）＝ ν［０，０］ ＝ ［０，０］≤［１，１］ ＝
　 　 　 ［０，０］ → ［０，０］ ＝ ν［０，１］ → ν［０，０］
ａｎｄ

ν（［０，１］→［σ，σ］）＝ν［σ，σ］ ＝ ［σ，σ］≤［１，１］ ＝
　 　 　 ［０，０］ →［σ，σ］ ＝ ν［０，１］ → ν［σ，σ］

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ν（［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］） ≤ ν［ψ１，ψ２］ → ν［ω１，ω２］
Ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］， ［ω１，ω２］ ∈ Ｂ ． Ｓｏ （ ＴＬ７）

ｈｏｌｄｓ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｂ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．
Ｗｅ ｃａｎ ｇｉｖｅ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ

ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｘａｍｐｌｅ ２．３． Ｉｆ Ｌ ＝
（｛０，ｓ，ｔ，．．．，ｎ，．．．，１｝， →Ｌ，０，１） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｂ ＝ （Ｂ， →，ν，μ，［０，０］，［０，１］，［１，１］）
ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｎ ｗｈｉｃｈ，

Ｂ ＝ ｛［０，０］，［０，１］，［ ｓ，ｓ］，［ ｔ，ｔ］，．．．，
　 　 　 ［ｎ，ｎ］，．．．，［１，１］｝
　 　 ν［φ１，φ２］ ＝ ［φ１，φ１］ ， ａｎｄ μ［φ１，φ２］ ＝ ［φ２，
φ２］ ， ｆｏｒ ａｎｙ ［φ１，φ２］ ∈ Ｂ ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２．４　 Ｉｆ Ｌ ＝ （｛０，ａ，１｝， →Ｌ，０，１） ｉｓ ａ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｃ ＝ （Ｃ，→，ν，μ，［０，ａ］，［０，

·６·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

１］， ［１，１］） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｗｈｅｒｅ
Ｃ ＝ ｛［０，ａ］，［ａ，ａ］，［０，１］，［１，１］｝， ν［０，１］ ＝ ν［０，
ａ］ ＝ μ［０，ａ］ ＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［０，ａ］ ， μ［ａ，ａ］ ＝ ［ａ，ａ］ ，
ａｎｄ μ［１，１］ ＝ μ［０，１］ ＝ ν［１，１］ ＝ ［１，１］ ． Ｔｈｅ
ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ ａｎｄ Ｃ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ７ ａｎｄ ８， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］ ＝

　
［ψ１ →Ｌω１，ψ２ →Ｌω２］，
　 ｉｆ（ψ１ →Ｌω１） ≤ （ψ２ →Ｌω２）
［ψ２ →Ｌω２，ψ２ →Ｌω２］， ｅｌｓｅ

ì

î

í

ïï

ïï

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→Ｌ ０ ａ １

０
ａ
１

１ １ １
０ １ １
０ ａ １

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃ

→ ［０，ａ］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［１，１］

［０，ａ］
［ａ，ａ］
［０，１］
［１，１］

［１，１］ ［１，１］ ［１，１］ ［１，１］
［０，１］ ［１，１］ ［０，１］ ［１，１］
［ａ，ａ］ ［ａ，ａ］ ［１，１］ ［１，１］
［０，ａ］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ Ｃ ＝ （Ｃ，→，［０，ａ］，［１，１］） ｉｓ
ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ
ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ψ１ ≤ ψ２ ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ｃ ．

Ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｓ ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ２．２， Ｗｅ
ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ （ＴＬ１）－（ＴＬ６）， （ＴＬ８）， ａｎｄ （ＴＬ１′）－
（ＴＬ５′） ｈｏｌｄ．

Ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］，［ω１，ω２］ ∈ Ｃ ． Ｉｆ ψ１ → ω１ ≤
ψ２ → ω２， ｔｈｅｎ ν（［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］） ＝ ν［ψ１ →Ｌω１，
ψ２ →Ｌω２］ ＝ ［ψ１ →Ｌω１，ψ１ →Ｌω１］ ＝ ［ψ１，ψ１］ → ［ω１，
ω１］ ＝ ν［ψ１，ψ２］ → ν［ω１，ω２］ ． Ｉｆ ψ１ → ω１ 􀰝 ψ２ →
ω２， ｉｎ ｆａｃｔ， ｔｈｉｓ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ ０ → ０ 􀰝１ → ａ
ａｎｄ ０ → ａ 􀰝１ → ａ ， ｂｅｃａｕｓｅ ０ → ０ ＝ １ 􀰝 ａ ＝ １ → ａ
ａｎｄ ０ → ａ ＝ １ 􀰝 ａ ＝ １ → ａ ． Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ
　 　 ν（［０，１］→［０，ａ］）＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［０，ａ］≤［１，１］ ＝

［０，ａ］ → ［０，ａ］ ＝ ν［０，１］ → ν［０，ａ］
ａｎｄ
　 　 ν（［０，１］→［ａ，ａ］）＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［０，ａ］≤［１，１］ ＝

［０，ａ］ → ［０，ａ］ ＝ ν［０，１］ → ν［ａ，ａ］
　 　 Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ν（［ψ１，ψ２］ → ［ω１，ω２］） ≤
ν［ψ１，ψ２］ → ν［ω１，ω２］ ． Ｓｏ （ＴＬ７） ｈｏｌｄｓ．

Ｆｏｒ （ ＴＬ９）， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ （ ＴＬ９） ｈｏｌｄｓ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ
Ｃ ＝ （Ｃ， →，ν，μ，［０，ａ］，［０，１］，［１，１］） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２．５　 Ｉｆ Ｌ ＝ （｛０，ａ，１｝， →Ｌ，０，１） ｉｓ ａ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｄ ＝ （Ｄ，→，ν，μ，［０，０］，［ａ，

ａ］， ［１，１］） ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｎ
ｗｈｉｃｈ， Ｄ ＝ ｛［０，０］，［ａ，ａ］，［１，１］｝ ， ν［０，０］ ＝ μ［０，
０］ ＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［０，０］ ， ａｎｄ ν［１，１］ ＝ μ［１，１］ ＝ μ［ａ，
ａ］ ＝ ［１，１］ ． Ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ
ａｎｄ Ｄ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ ９ ａｎｄ １０， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｔａｂｌｅ ９　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→Ｌ ０　 ａ　 １

０
ａ
１

１　 １　 １
ａ　 １　 １
０　 ａ　 １

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ
ｏｆ Ｄ

→ ［０，０］　 ［ａ，ａ］　 ［１，１］

［０，０］
［ａ，ａ］
［１，１］

［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］
［ａ，ａ］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］
［０，０］ 　 ［ａ，ａ］　 ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ （Ｄ， →，［０，０］，［１，１］） ｉｓ ａ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｓ ｉｎ
Ｅｘａｍｐｌｅ ２． ２， ａｎｄ ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ Ｄ ｉｓ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ．

Ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ２．５， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｕ′ ＝ ［ａ，ａ］ ′ ＝
［ａ，ａ］ →［０，０］ ＝ ［ａ，ａ］ ＝ ｕ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｓｉｎｃｅ （ν［０，
０］ ′） ′ ＝ （ν［１，１］） ′ ＝ ［１，１］ ′ ＝ ［０，０］ ＝ μ［０，０］ ，
（ν［１，１］′）′ ＝ （ν［０，０］）′ ＝ ［０，０］′ ＝ ［１，１］ ＝ μ［１，１］，
ａｎｄ （ν［ａ，ａ］′）′ ＝ （ν［ａ，ａ］）′ ＝ ［ａ，ａ］′ ＝ ［ａ，ａ］ ＝
μ［ａ，ａ］ ， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｓｅｒｖｅ ｔｈａｔ μφ ＝ （νφ′） ′ ｆｏｒ ａｎｙ
φ ∈ Ｄ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｉｓ ｅｘａｍｐｌｅ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ
ｅｘｐｌａｉｎ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２．１．

Ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ８ ］， ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ
ｎｅｇａｔｉｏｎ ｃａｎ ｆｏｒｍｓ ａ ｌａｔｔｉｃｅ ｗｉｔｈ ｍｅｅｔ ａｎｄ ｊｏｉｎ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ， ｗｈｅｒｅ φ∨ω ＝ （φ ～ →ω ～ ）→φ ，φ∧ω ＝
（（φ → ω） → φ′） ～ ｆｏｒ ａｌｌ φ，ω ∈ Ｌ ．

Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ （Ａ ⊆ Ｌ × Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ ｉｓ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ．
Ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］，［ω１，ω２］ ∈ Ａ ⊆ Ｌ × Ｌ ， ｉｎ ｗｈｉｃｈ
ψ１ ≤ψ２， ω１ ≤ ω２， ａｎｄ ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ［ψ１，ψ２］ ≤ ［ω１，
ω２］⇔ψ１ ≤ ω１ ａｎｄ ψ２ ≤ ω２ ． Ａｎｄ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ν ａｎｄ
μ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｍｅｅｔ ａｎｄ ｊｏｉｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ， ｔｈａｔ ｉｓ ｖ［ψ１，ψ２］ ∨ ｖ［ω１，ω２］ ＝ ｖ［ψ１ ∨
ω１，ψ２ ∨ ω２］， ｖ［ψ１，ψ２］ ∧ ｖ［ω１，ω２］ ＝ ｖ［ψ１ ∧ ω１，
ψ２ ∧ ω２］， μ［ψ１，ψ２］ ∧ μ［ω１，ω２］ ＝ μ［ψ１ ∧ ω１，
ψ２ ∧ ω２］， ａｎｄ μ［ψ１，ψ２］ ∨ μ［ω１，ω２］ ＝ μ［ψ１ ∨
ω１，ψ２ ∨ ω２］ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１　 Ｉｆ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ
·７·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｎｅｇａｔｉｏｎ ｃａｎ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
（Ａ， →，ν，μ， ［０，０］， ［０，１］， ［１，１］） ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ，
ｔｈｅｎ ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ１，ψ１］ ａｎｄ μ［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ２，ψ２］
ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ａ ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｖ［ψ１，ψ２］ ＝ ｖ［ψ１，１］
ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ａ ． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ

ｖ［ψ１，ψ２］ ＝ ｖ［ψ１，ψ２］ ∨ ［０，０］ ＝
　 　 　 ｖ［ψ１，ψ２］ ∨ ｖ［０，１］ ＝ ｖ［ψ１，１］

Ｓｕｐｐｏｓｅ ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［ω１，ω２］ ａｎｄ ［ω１，ω２］ ≠
［ψ１，ψ１］ ｆｏｒ ［ω１，ω２］ ∈ Ａ． Ｔｈｅｎ ［ω１，ω２］ ＝ ν［ψ１，
ψ２］ ＝ ν［ψ１，１］ ＝ ν［ψ１，ψ１］ ≤ ［ψ１，ψ１］ ． Ｗｅ ｈａｖｅ
ω１ ＜ ψ１， ｓｉｎｃｅ ω１ ＝ ψ１， ｔｈｅｎ ψ１ ＝ ω１ ≤ω２ ≤ψ１， ｔｈｉｓ
ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ［ω１，ω２］ ＝ ［ψ１，ψ１］ ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．

Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ν［ψ１，１］ ＝ ν［ψ１，ψ２］ ＝
νν［ψ１，ψ２］ ＝ ν［ω１，ω２］ ＝ ν［ω１，１］， ａｎｄ ［１，１］ ＝
μ［０，１］ ≤ μ［ω１，１］ ≤ μ［ψ１，１］ ， ｓｉｎｃｅ ［０，１］ ≤
［ω１，１］ ＜ ［ψ１，１］ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν［ψ１，１］ ＝ ν［ω１，１］
ａｎｄ μ［ψ１，１］ ＝ μ［ω１，１］， ｗｅ ｈａｖｅ ［ψ１，１］ ＝ ［ω１，１］ ．
Ｔｈｅｎ ψ１ ＝ ω１ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ１，ψ１］ ｆｏｒ
ｅｖｅｒｙ ［ψ１，ψ２］ ｉｎ Ａ ．

Ｎｏｗ， ｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ μ［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ２，ψ２］ ｆｏｒ
ｅｖｅｒｙ ［ψ１，ψ２］ ｉｎ Ａ ． Ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ
　 　 μ［ψ１，ψ２］ ＝ μ［ψ１，ψ２］ ∧ ［１，１］ ＝
　 　 　 μ［ψ１，ψ２］ ∧ μ［０，１］ ＝ μ［０，ψ２］
ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ａ ． Ｓｕｐｐｏｓｅ μ［ψ１，ψ２］ ＝ ［ｃ１，
ｃ２］ ａｎｄ ［ｃ１，ｃ２］ ≠ ［ψ２，ψ２］， ｆｏｒ ［ｃ１，ｃ２］ ｉｎ Ａ ． ［ｃ１，
ｃ２］ ＝ μ［ψ１，ψ２］ ＝ μ［０，ψ２］ ＝ μ［ψ２，ψ２］ ≥ ［ψ２，ψ２］，
ｗｅ ｈａｖｅ ｃ２ ＞ ψ２ ． Ｉｆ ｃ２ ＝ ψ２， ｔｈｅｎ ｃ１ ≤ ｃ２ ＝ ψ２ ≤ ｃ１，
ｗｈｉｃｈ ｗｏｕｌｄ ｉｍｐｌｙ ［ｃ１，ｃ２］ ≠ ［ψ２，ψ２］， ａ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．

Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ μ［０，ψ２］ ＝ μ［ψ１，ψ２］ ＝
μμ［ψ１，ψ２］ ＝ μ［ｃ１，ｃ２］ ＝ μ［０，ｃ２］， ａｎｄ ［０，０］ ＝ ν［０，
１］ ≥ ν［０，ｃ２］ ≥ ν［０，ψ２］， ｓｉｎｃｅ ［０，１］ ≥ ［０，ｃ２］ ≥
［０，ψ２］ ． Ｈｅｎｃｅ， ν［０，ψ２］ ＝ ν［０，ｃ２］ ａｎｄ μ［０，ψ２］ ＝
μ［０，ｃ２］， ｗｅ ｈａｖｅ ［０，ψ２］ ＝ ［０，ｃ２］ ． Ｔｈｅｎ ψ２ ＝ ｃ２ ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， μ［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ２，ψ２］ ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ［ψ１，ψ２］ ｉｎ Ａ．
　 　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［ψ１，ψ１］ ａｎｄ μ［ψ１，ψ２］ ＝
［ψ２，ψ２］ ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ａ ．

Ｉｔ ｉｓ ｗｏｒｔｈ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１， ｉｆ ［ω１，
ω２］ ∈ Ａ ， ｔｈｅｎ ｗｅ ａｌｓｏ ｒｅｑｕｉｒｅ ［ω１，１］， ［０，ω２］，
［ω１，ω１］，［ω２，ω２］ ∈ Ａ ．

Ｉｎ ａｎ ａｌｇｅｂｒａ Ｘ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎ ａｎｄ ｍｅｅｔ ｏｐｅｒａｔｏｎｓ，
ψ ∈ Ｘ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｍｅｅｔ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ， ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ ψ１，ψ２ ∈
Ｘ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ψ１ ∧ ψ２ ＝ ψ ， ｔｈｅｎ ψ１ ＝ ψ ｏｒ ψ２ ＝ ψ ．
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， ψ ∈ Ｘ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｊｏｉｎ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ｉｆ ｆｏｒ ａｎｙ
ψ１，ψ２ ∈ Ｘ ， ψ１ ∨ ψ２ ＝ ψ ， ｔｈｅｎ ψ１ ＝ ψ ｏｒ ψ２ ＝ ψ ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２．４ 　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ （Ａ，→，ν，μ，［０，０］，ｕ，［１，１］） ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ，

ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ
ｎｅｇａｔｉｏｎ． Ｉｆ ［０，０］ ｉｓ ｍｅｅｔ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ａｎｄ ［１，１］ ｉｓ
ｊｏｉｎ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ， ｔｈｅｎ ｕ ＝ ［０，１］ ｏｒ ｕ ＝ ［ψ，ψ］ ｆｏｒ
ｓｏｍｅ ψ ∈ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ ｕ ＝ ［ψ１，ψ２］ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ［ψ１，ψ２］ ∈ Ａ．
Ｉｆ ψ１ ＝ψ２， ｔｈｅｎ ｕ ＝ ［ψ１，ψ１］． Ｉｆ ψ１ ＜ ψ２， ｔｈｅｎ ｕ≠［ψ２，
ψ２］ ａｎｄ ｕ≠［ψ１，ψ１］．Ｗｅ ｈａｖｅ ｖ［ψ２，ψ２］≠ｖｕ ＝ ［０，０］
ｏｒ μ［ψ１，ψ１］ ≠ μｕ ＝ ［１，１］ ．

Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ν［ψ２，ψ２］ ＞ ν［ψ１，ψ２］ ＝ νｕ ＝
［０，０］， ｓｉｎｃｅ ［１，１］ ＝ μｕ ＝ μ［ψ１，ψ２］ ＜ μ［ψ２，ψ２］，
ｂｅｃａｕｓｅ μ ａｎｄ ｖ ａｒｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ． Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ μ［ψ１，ψ１］ ＜ ［１，１］ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ
ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ν［ψ２，ψ２］ ≠ ［０，０］ ａｎｄ μ［ψ１，ψ１］ ≠
［１，１］ ． Ｓｉｎｃｅ ν［０，ψ２］ ≤ ν［ψ１，ψ２］ ＝ ［０，０］ ， ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

ν［０，１］ ∧ ν［ψ２，ψ２］ ＝ ν（［０，１］ ∧
　 　 　 ［ψ２，ψ２］） ＝ ν［０，ψ２］ ＝ ［０，０］
ｓｉｎｃｅ ［０，０］ ｉｓ ｍｅｅｔ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν［０，１］ ＝
［０，０］ ．

Ｓｉｎｃｅ
［１，１］ ＝ μ［ψ１，ψ２］ ≤ μ［ψ１，１］ ＝ μ（［０，１］ ∨

　 　 　 ［ψ１，ψ１］） ＝ μ［０，１］ ∨ μ［ψ１，ψ１］
ａｎｄ ［１，１］ ｉｓ ｊｏｉｎ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ
［１，１］ ＝ μ［０，１］ ．

Ｔｈｉｓ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｖ［０，１］ ＝ ｖｕ ａｎｄ μ［０，１］ ＝ μｕ ，
ｓｏ ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｕ ＝ ［０，１］ ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２．２　 Ｉｆ ａ ｌｉｎｅａｒ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ ｃａｎ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ （Ａ，→，ν，μ，［０，０］，ｕ，［１，１］） ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ，
ｉｎ ｗｈｉｃｈ Ａ ⊆ Ｌ × Ｌ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ｆｏｕｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ，
ｔｈｅｎ ｕ ＝ ［０，１］ ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ （Ａ， →， ［０，０］， ［１，
１］） ｉｓ ａ ｌｉｎｅａｒ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ，
［０，０］ ｉｓ ｍｅｅｔ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ ａｎｄ ［１，１］ ｉｓ ｊｏｉｎ
ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ２．４， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ
ｔｈａｔ ｕ ＝ ［ψ，ψ］ ｏｒ ｕ ＝ ［０，１］ ， ｗｈｅｒｅ ０ ＜ ψ ＜ １ ａｎｄ
ψ ∈ Ｌ ．

Ｎｏｗ， ｗｅ ｗａｎｔ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｕ ＝ ［ψ，ψ］ ｄｏｅｓ ｎｏｔ
ｈｏｌｄ． Ｓｉｎｃｅ Ａ ｈａｓ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ｆｏｕｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ｆｏｒ ω ∈
Ｌ ＼｛０，ψ，１｝ ， ０ ＜ ψ ＜ ω ＜ １ ｏｒ ０ ＜ ω ＜ ψ ＜ １．
Ｗｈｅｎ ０ ＜ ψ ＜ ω ＜ １， ｗｅ ｈａｖｅ ［１，１］ ＝ μ［ψ，ψ］ ≤
μ［ψ，ω］ ． Ｓｏ μ［ψ，ω］ ＝ μ［ψ，ψ］ ． Ｆｏｒ ν［ψ，ω］， ｗｅ
ｈａｖｅ ν［ψ，ω］ 􀰜 ［０，ψ］ ｏｒ ν［ψ，ω］ ≤ ［０，ψ］ ． ν［ψ，
ω］ ≤ ［０，ψ］ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｈｏｌｄ， ｓｉｎｃｅ ［０，１］ ≤ μ［０，１］ ＝
μ［ψ，ψ］∧μ［０，１］ ＝ μ［０，ψ］≤μν［ψ，ω］ ＝ ν［ψ，ω］≤
［ψ，ω］， ａｎｄ ｓｏ ω ＜ １． Ｈｅｎｃｅ， ν［ψ，ω］ 􀰜 ［０，ψ］ ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ν［ψ，ω］ ＝ νν［ψ，ω］ ＜ ν［０，ψ］ ≤
ν［ψ，ψ］ ＝ ［０，０］ ． Ｔｈｅｎ ν［ψ，ω］ ＝ ν［ψ，ψ］ ． Ｓｉｎｃｅ
μ［ψ，ω］ ＝ μ［ψ，ψ］， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ ［ψ，ω］ ＝ ［ψ，

·８·
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ψ］， ａ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｗｈｅｎ ０ ＜

ω ＜ ψ ＜ １， ｕ ＝ ［ψ，ψ］ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｈｏｌｄ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ
ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｕ ＝ ［０，１］ ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ２．６　 Ｗｅ ｓｅｔ Ｌ ＝ （Ｌ， →，ν，μ，［０，０］，
［０，１］，［１，１］）， ｉｎ ｗｈｉｃｈ， Ｌ ＝ ｛［０，０］，［０，ａ］，［０，１］，
［１，１］｝ ，ν［０，０］ ＝ μ［０，０］ ＝ ν［０，１］ ＝ ν［０，ａ］ ＝ ［０，０］，
μ［０，ａ］ ＝ ［０，ａ］，ν［１，１］ ＝ μ［１，１］ ＝ μ［０，１］ ＝ ［１，１］．

Ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｏｆ Ｌ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １１．
Ｔａｂｌｅ １１　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→ ［０，０］ ［０，ａ］ ［０，１］ ［１，１］
［０，０］
［０，ａ］
［０，１］
［１，１］

［１，１］ ［１，１］ ［１，１］ ［１，１］
［０，１］ ［１，１］ ［１，１］ ［１，１］
［０，ａ］ ［０，ａ］ ［１，１］ ［１，１］
［０，０］ ［０，ａ］ ［０，１］ ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ Ｌ ＝ （Ｌ， →，［０，０］， ［１，１］）
ｉｓ ａ ｌｉｎｅａｒ ｂｏｕｎｄｅｄ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ
ｎｅｇａｔｉｏｎ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ψ１ ≤ ψ２ ｆｏｒ ａｎｙ
［ψ１，ψ２］ ∈ Ｌ ．

Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｉｌｙ ｔｈａｔ ｗｅ ｃａｎ ｖｅｒｉｆｙ （ＴＬ１） －（ＴＬ６），
（ＴＬ８）， ａｎｄ （ＴＬ１′）－（ＴＬ５′） ｈｏｌｄ．

Ｆｏｒ （ＴＬ７）． Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ν（［０，１］→［０，ａ］）＝
ν［０，ａ］ ＝ ［０，０］ ≤ ［１，１］ ＝ ν［０，１］ → ν［０，ａ］，
ν（［０，１］ → ［０，０］） ＝ ν［０，ａ］ ＝ ［０，０］ ≤ ［１，１］ ＝
ν［０，１］→ν［０，０］， ａｎｄ ν（［０，ａ］→［０，０］）＝ ν［０，１］ ＝
［０，０］ ≤ ［１，１］ ＝ ν［０，ａ］ → ν［０，０］ ． Ｔｈｅ ｓａｍｅ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ν（［ψ１，ψ２］ → ［ω１，
ω２］） ≤ ν［ψ１，ψ２］ → ν［ω１，ω２］ ｆｏｒ ａｎｙ ［ψ１，ψ２］，
［ω１，ω２］ ∈ Ｌ ． Ｓｏ （ＴＬ７） ｈｏｌｄｓ．

Ｆｏｒ （ ＴＬ９）， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ （ ＴＬ９） ｈｏｌｄｓ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ Ｌ ＝ （Ｌ，→，ν，μ，
［０，ａ］， ［０，１］， ［１，１］） ｉｓ ａ ｌｉｎｅａｒ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

３　 Ｔｒｉａｎｇｌｅ Ｉｄｅａｌｓ ｏｆ Ｔｒｉａｎｇｌｅ Ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ

　 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｗｅ ｐｒｏｐｏｓｅ ａｎｄ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３． １ 　 Ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｔ Ｉ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｉｓ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｆ
ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ∈ Ｌ ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ：

１） １ ∈ Ｉ；
２） Ｉｆ φ，φ → ψ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ ψ ∈ Ｉ；
３） Ｉｆ φ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ （φ → ψ） → ψ ∈ Ｉ；
４） Ｉｆ φ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ ψ → φ，ψ → （φ → ψ） ∈ Ｉ；
５） Ｉｆ φ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ νφ ∈ Ｉ ．
Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ， ｗｅ ｈａｖｅ μφ ∈ Ｉ ｉｆ φ ∈ Ｉ ，

ｓｉｎｃｅ φ ≤ μφ ａｎｄ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３． １． Ｗｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ
ｄｉｓｃｏｖｅｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｉｓ ｓｐｅｃｉａｌ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ａｎｄ ｛１｝ ａｎｄ Ｌ
ａｒｅ ｔｗｏ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ ａｎｄ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｔｒｉｖｉａｌ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ
ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ Ｌ ｃａｎ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅ ｓｅｔ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｆ ｉｔ
ｏｎｌｙ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ １）， ２）， ３）， ａｎｄ ５） ．
Ｉｆ Ｌ ｃａｎ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ，
ｔｈｅｎ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｆ ｉｔ ｏｎｌｙ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ １）， ２）， ａｎｄ ５） ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３．１ 　 Ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ２．２， Ｉ ＝ ｛［ａ，ａ］，
［１，１］｝ ｉｓ ｆｕｌｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｔｈｕｓ， ｉｔ ｉｓ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ａ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．１　 Ｌｅｔ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｂｅ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｉｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ
ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ， ｔｈｅｎ φ∈ Ｉ⇔νφ∈ Ｉ
ａｎｄ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｅ（Ｌ） ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ Ｉ ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ． Ｗｅ ｈａｖｅ φ ∈ Ｉ⇔νφ ∈ Ｉ ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３． １ ａｎｄ （ ＴＬ１） ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈａｔ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２．１． Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａ ｔｒｉｖｉａｌ
ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｅ（Ｌ） ． Ｗｅ ｃａｎ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈａｔ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｆｏｒ ａｎｙ
φ，ω ∈ Ｅ（Ｌ） ⊆ Ｌ ．

Ｉｔ ｉｓ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈａｔ １ ∈ Ｉ ∩
Ｅ（Ｌ） ． Ｉｆ φ，φ → ω ∈ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ， ｔｈｅｎ φ，φ → ω ∈ Ｉ
ａｎｄ φ，φ → ω ∈ Ｅ（Ｌ） ． Ｓｉｎｃｅ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ
ａｎｄ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｅ（Ｌ）， ω ∈ Ｉ ａｎｄ ω ∈ Ｅ（Ｌ） ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ω ∈ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ．

Ｉｆ φ∈ Ｉ∩ Ｅ（Ｌ）， ｔｈｅｎ φ∈ Ｉ ａｎｄ φ∈ Ｅ（Ｌ） ． Ｗｅ
ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ （φ→ ω） → ω∈ Ｉ ａｎｄ ω→ φ，ω→（φ→
ω） ∈ Ｉ， ｓｉｎｃｅ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ
ｈａｖｅ （φ→ω） →ω∈Ｅ（Ｌ） ａｎｄ ω→φ，ω→（φ→ω） ∈
Ｅ（Ｌ）， ｓｉｎｃｅ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
（φ→ω）→ω∈ Ｉ∩Ｅ（Ｌ） ａｎｄ ω→φ，ω →（φ → ω）∈
Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｅ（Ｌ） ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．２　 Ｌｅｔ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｂｅ ａ

ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｉｆ φ∈ Ｉ⇔νφ∈ Ｉ ａｎｄ Ｉ∩
Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｅ（Ｌ） ，
ｔｈｅｎ Ｉ ⊆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ
Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｅ（Ｌ） ， ａｎｄ φ ∈ Ｉ⇔νφ ∈ Ｉ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｏｎｌｙ ｎｅｅｄ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ １） ａｎｄ ２） ｉｎ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．１ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ．

·９·
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Ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ １∈ Ｉ∩Ｅ（Ｌ） ⊆ Ｉ． Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω∈ Ｌ，
ｉｆ φ，φ → ω ∈ Ｉ， ｔｈｅｎ νφ，ν（φ → ω） ∈ Ｉ． Ｓｉｎｃｅ νφ，
ν（φ → ω） ∈ Ｅ（Ｌ）， νφ ， ν（φ → ω） ∈ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ．
Ｂｅｃａｕｓｅ （νφ→ νω） ∈Ｅ（Ｌ） ａｎｄ ν（φ→ω） →（νφ→
νω） ＝ １ ∈ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ）， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ （νφ → νω） ∈
Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ． Ｂｅｃａｕｓｅ νφ ∈ Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ）， ｗｅ ｈａｖｅ νω ∈
Ｉ ∩ Ｅ（Ｌ） ⊆ Ｉ， ａｎｄ ｓｏ ω ∈ Ｉ ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｉ ⊆ Ｌ ｉｓ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． １ 　 Ｉｆ （Ｌ， →，ν，μ，０，ｕ，１） ｉｓ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ Ｉ ⊆ Ｌ ， ｔｈｅｎ φ ∈
Ｉ⇔νφ ∈ Ｉ ａｎｄ Ｉ∩ Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｅ（Ｌ） ｉｆｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ３．１ ａｎｄ ３．２，
ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ φ∈ Ｉ⇔νφ∈ Ｉ ａｎｄ Ｉ∩Ｅ（Ｌ） ｉｓ ａ ｉｄｅａｌ
ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｅ（Ｌ） ｉｆｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ
ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＣＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．２ 　 Ａ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ
ｎｅｇａｔｉｏｎ ｉｓ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｉｆ
ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｉｓ １， ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．３　 Ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ
ｉｓ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｉｆ
Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｉｎ Ｒｅｆ．［２］， ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ
ａｎｄ ｉｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ φ≤ ω ｉｆｆ ω′≤ φ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ ． Ｔｈｅｎ Ｌ ｃａｎ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｍｅｅｔ ａｎｄ ｊｏｉｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３．２　 Ｌｅｔ
Ｌ ＝ （｛［０，ａ］，［ａ，ａ］，［０，１］，［ａ，１］｝， →，

ν，μ，［０，ａ］，［０，１］，［ａ，１］）

ｗｉｔｈ Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．３， ｉｎ ｗｈｉｃｈ， ０≤
ａ ≤ １，ν［０，１］ ＝ ν［０，ａ］ ＝ μ［０，ａ］ ＝ ν［ａ，ａ］ ＝ ［０，
ａ］，μ［ａ，ａ］ ＝ ［ａ，ａ］ ， ａｎｄ ν［ａ，１］ ＝ μ［ａ，１］ ＝ μ［０，
１］ ＝ ［ａ，１］ ． Ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｄｅｆｉｎｅｄ ｏｎ Ｌ ｉｓ ｓｈｏｗｎ
ｉｎ Ｔａｂｌｅ １２．

Ｆｉｇ．３　 Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｌ

Ｔａｂｌｅ １２　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→ ［０，ａ］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［ａ，１］

［０，ａ］
［ａ，ａ］
［０，１］
［ａ，１］

［ａ，１］ ［ａ，１］ ［ａ，１］ ［ａ，１］
［０，１］ ［ａ，１］ ［０，１］ ［ａ，１］
［ａ，ａ］ ［ａ，ａ］ ［ａ，１］ ［ａ，１］
［０，ａ］ ［ａ，ａ］ ［０，１］ ［ａ，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ
Ｌ ＝ （｛［０，ａ］，［ａ，ａ］，［０，１］，［ａ，１］｝， →，

　 　 　 ν，μ，［０，ａ］，［０，１］，［ａ，１］）
Ｉｔ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ

ａｎｄ ｉｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｘ ≤ ｙ ｉｆｆ ｙ′ ≤ ｘ′ ， ｆｏｒ ａｌｌ
ｘ，ｙ ∈ Ｌ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｆｉｎｄ ［０，ａ］ ′∨ ［０，ａ］ ″ ＝ ［ａ，
１］ ∨ ［０，ａ］ ＝ ［ａ，１］， ［ａ，ａ］ ′∨［ａ，ａ］ ″ ＝ ［０，１］ ∨
［ａ，ａ］ ＝ ［ａ，１］， ［０，１］′∨［０，１］″ ＝ ［ａ，ａ］ ∨［１，１］ ＝
［ａ，１］， ａｎｄ ［ａ，１］ ′ ∨ ［ａ，１］ ″ ＝ ［０，ａ］ ∨ ［ａ，１］ ＝
［ａ，１］ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ［ ， ］ ′∨［ ， ］ ″ ＝ ［ａ，１］ ， ｆｏｒ
ａｎｙ ［ ， ］ ∈ Ｃ．

Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３．３　 Ｌｅｔ Ｌ ＝ （Ｌ， →，ν，μ，［０，０］，［ａ，
ａ］， ［１，１］） ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ
Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ．４， ｉｎ ｗｈｉｃｈ， Ｌ ＝ ｛［０，
０］，［ａ，ａ］，［１，１］｝ ， ν［０，０］ ＝ μ［０，０］ ＝ ν［ａ，ａ］ ＝
［０，０］ ， ν［１，１］ ＝ μ［１，１］ ＝ μ［ａ，ａ］ ＝ ［１，１］ ． Ｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｏｆ Ｌ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １３．

Ｆｉｇ．４　 Ｈａｓｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｌ

Ｔａｂｌｅ １３　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→ ［０，０］　 ［ａ，ａ］ 　 ［１，１］

［０，０］
［ａ，ａ］
［１，１］

［１，１］ 　 ［１，１］ 　 ［１，１］
［ａ，ａ］　 ［１，１］ 　 ［１，１］
［０，０］ 　 ［ａ，ａ］ 　 ［１，１］

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ ［ａ，ａ］ ′ ＝ ［ａ，
ａ］ ａｎｄ ［ａ，ａ］ ″ ＝ ［ａ，ａ］ ｉｓ ［ａ，ａ］， ｎｏｔ ［１，１］ ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｌ ｉｓ ｎｏｔ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３． ３ 　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅｎ Ｅ（Ｌ） ＝ ｛φ ∈ Ｌ ｜ νφ ＝ φ｝
ａｎｄ Ｓ ＝ ｛φ ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ａｒｅ Ｓｔｏｎｅａｎ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ａｒｅ ｃｌｏｓｅｄ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ν ａｎｄ μ ｏｎ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｓｉｎｃｅ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ， φ→ω ＝ νφ→ νω ＝ ν（νφ→ νω） ＝ ν（φ→
ω）， ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω∈Ｅ（Ｌ）⊆Ｌ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｅ（Ｌ）＝ ｛φ∈
Ｌ ｜ νφ ＝ φ｝ ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｉｎ Ｌ ． Ｆｏｒ
ａｎｙ φ∈Ｅ（Ｌ）， ｗｅ ｈａｖｅ νφ ＝φ∈Ｅ（Ｌ） ａｎｄ μφ ＝ φ∈

·０１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

Ｅ（Ｌ）， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２．１． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， ｗｅ
ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ Ｅ（Ｌ） ＝ ｛φ ∈ Ｌ ｜ νφ ＝ φ｝ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ν ａｎｄ μ ．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．１ ａｎｄ ω≤ φ→ ω， ｗｅ
ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ （ν（φ→ω）） ′≤（νω） ′ ＝ ０， ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ φ，
ω∈Ｓ⊆Ｌ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ φ→ω∈
Ｓ ａｎｄ Ｓ ＝ ｛φ ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｉｎ Ｌ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， Ｓ ＝ ｛φ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝
ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｓ， ｗｅ
ｈａｖｅ （ννφ）′ ＝ （νφ）′ ＝ ０， ｓｉｎｃｅ ννφ ＝ νφ ａｎｄ （νφ）′ ＝ ０．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｖφ ∈ Ｓ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， νφ ≤ νμφ， ｓｉｎｃｅ φ ≤
μφ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， （νμφ） ′≤（νφ） ′ ＝ ０． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
ｔｈａｔ （νμφ） ′ ＝ ０． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ μφ ∈ Ｓ． Ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ，
Ｓ ＝ ｛φ ∈Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ｉｓ ｃｌｏｓｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ν ａｎｄ μ ｏｎ Ｌ ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３． ４ 　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， Ｗｅ ｗｉｌｌ ｄｅｍｏｏｎｓｔｒａｔｅ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｈｏｌｄ ａｎｄ ａｒｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ．

１） （ν（φ→ω）） ′ ＝ （ν（ω→ φ）） ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω∈
Ｌ ＼｛０｝ ．

２） （νω → νφ） ′ ＝ （νφ → νω） ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈
Ｌ ＼｛０｝ ．

３） ｛φ ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝ ．
Ｐｒｏｏｆ　 １）⇒３） ： Ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ φ，ω∈ Ｌ ＼｛０｝ ， ｗｅ

ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ （ν（ω→ φ））′ ＝ （ν（φ→ω））′ ． Ｗｈｅｎ ω ＝
１， （ν（１ → φ）） ′ ＝ （ν（φ → １）） ′ ， ｔｈａｔ ｉｓ （νφ） ′ ＝
（ν１）′ ＝ １′ ＝ ０． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ Ｌ ＼｛０｝ ⊆｛φ∈
Ｌ ｜ （νφ）′ ＝ ０｝ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ ｛φ ∈
Ｌ ｜ （νφ）′ ＝ ０｝ ⊆Ｌ ＼｛０｝ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｛φ∈Ｌ ｜ （νφ）′ ＝
０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝ ．

３） ⇒ １） ： Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ， ｉｆ ｛φ ∈
Ｌ ｜ （νφ）′ ＝ ０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝ ， ｔｈｅｎ φ，ω∈｛φ∈Ｌ ｜ （νφ）′ ＝
０｝ ． Ｗｅ ｈａｖｅ （ν（φ → ω）） ′≤ （νω） ′ ＝ ０， ｓｉｎｃｅ ω ≤
φ →ω ａｎｄ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．１． Ｓｏ， （ν（φ→ω）） ′ ＝ ０． Ｗｅ
ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ （ν（ω → φ）） ′ ＝ ０．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， （ν（φ → ω）） ′ ＝ （ν（ω → φ）） ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ．

２）⇒３） ： Ｌｅｔ （νω→ νφ） ′ ＝ （νφ→ νω） ′ ｆｏｒ ａｎｙ
φ，ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ． Ｉｆ ω ＝ １， ｔｈｅｎ

（νω → νφ） ′ ＝ （νφ → νω） ′⇒
　 　 　 （ν１ → νφ） ′ ＝ （νφ → ν１） ′⇒
　 　 　 （νφ） ′ ＝ １′ ＝ ０

Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ Ｌ ＼｛０｝ ⊆｛φ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝
０｝ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ ｛φ∈Ｌ ｜ （νφ）′ ＝ ０｝⊆
Ｌ ＼｛０｝． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｛φ ∈ Ｌ ｜ （νφ）′ ＝ ０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝．

３）⇒２） ： Ｌｅｔ ｛φ ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝ ．
Ｔｈｅｎ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω∈ Ｌ ＼｛０｝ ＝ ｛φ∈ Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ，

ｗｅ ｈａｖｅ （νω→ νφ） ′≤（νφ） ′ ＝ ０， ｓｉｎｃｅ νφ≤ νω→
νφ ａｎｄ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．１． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， （νω → νφ） ′ ＝ ０．
Ｗｅ ｃａｎ ｕｓｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ （νφ → νω） ′ ＝
０ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， （νω → νφ） ′ ＝ （νφ → νω） ′ ｆｏｒ ａｎｙ φ，
ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ２ 　 Ｉｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｉｓ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （νω → νφ）′ ＝ （νφ
→ νω） ′， ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ， ｔｈｅｎ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．４， ｉｆ （νφ →
νω） ′ ＝ （νω → νφ） ′ ， ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ＼｛０｝ ， ｔｈｅｎ
｛φ ∈Ｌ ｜ （νφ） ′ ＝ ０｝ ＝ Ｌ ＼｛０｝ ． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ
φ′ ≤ （νφ） ′ ＝ ０ ， ｓｉｎｃｅ （ＴＬ１） ａｎｄ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １．１．
Ｈｅｎｃｅ， φ′ ＝ ０ ａｎｄ ｓｏ φ″ ＝ １． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ
ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｉｓ １， ｆｏｒ ａｎｙ φ∈ Ｌ ． Ｔｈｅｎ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｗｈｅｎ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
ａｎｄ Ｌ′ ＝ ｛φ′ ｜ φ ∈ Ｌ｝ ｉｓ ａ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ ｓｐａｃｅ ｏｆ Ｌ．
Ｔｈｅｎ ｗｅ ｃａｎ ｏｂｓｅｒｖｅ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ ａｎｄ φ′ ｉｓ １，
ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ′ ． Ｉｆ ｔｈｅ ｉｎｆｉｍｕｍ ｏｆ φ ａｎｄ φ′ ｉｓ ０， ｆｏｒ
ａｎｙ φ∈ Ｌ′ ， ｔｈｅｎ Ｌ′ ｆｏｒｍｓ ａ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｌａｔｔｉｃｅ． Ｉｎ
ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｅｘｔ， ｗｅ ｗｉｌｌ ｒｅｆｅｒ ｔｏ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ａｓ ｔｈｅ Ｓｔｏｎｅａｎ ａｌｇｅｂｒａ， ｗｉｔｈｏｕｔ
ｃａｕｓｉｎｇ ａｎｙ ａｍｂｉｇｕｉｔｙ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３． １ 　 Ｉｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｉｓ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．４， ｔｈｅｎ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ａｌｇｅｂｒａ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．４　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ｏｆ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｆ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ
ｕｎｄｅｒ ν ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．５　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ
Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｆ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （ｖφ） ′ ａｎｄ
（ｖφ） ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ ， ｆｏｒ ａｎｙ φ ∈ Ｌ ．

Ｒｅｍａｒｋ ３．１ 　 Ｌｅｔ Ｌ ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃
ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ ａｎｄ ｊｏｉｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ． Ｉｆ Ｉ ｉｓ ａ
Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ａｎｄ ν（φ∨ω）＝ νφ∨ νω ｆｏｒ
ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ Ｉ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ
ｕｎｄｅｒ ν ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｔｈａｔ ｉｓ ν（φ″∨φ′） ∈ Ｉ ， ｆｏｒ ａｌｌ φ∈
Ｌ ， ｓｉｎｃｅ Ｉ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，

ν（φ″ ∨ φ′） ＝ ν（φ′） ∨
　 　 　 ν（φ″） ≤ （νφ） ″ ∨ （νφ） ′
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ （ ＴＬ７ ） ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ν（φ″ ∨ φ′） →
（（νφ） ′ ∨ （νφ） ″） ＝ １ ∈ Ｉ ． Ｓｉｎｃｅ ν（φ″ ∨ φ′） ∈ Ｉ ，
ｗｅ ｈａｖｅ （νφ） ′∨（νφ） ″∈ Ｉ ． Ｈｅｎｃｅ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈａｔ
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （ｖφ） ′ ａｎｄ （ｖφ） ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ ， ｆｏｒ
ａｎｙ φ ∈ Ｌ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｉ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３．４　 Ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ３．２， ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒｌｙ ｔｈａｔ
Ｉ ＝ ｛［ａ，１］｝ ｉｓ ｆｕｌｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｄｅａｌ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｔｈｕｓ， ｉｔ ｉｓ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ

Ｌ ＝ （｛［０，ａ］，［ａ，ａ］，［０，１］，［ａ，１］｝， →，
　 　 　 ν，μ，［０，ａ］，［０，１］，［ａ，１］）

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｛［ａ，１］｝ ｉｓ ａ
Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ａｎｄ ｛［ａ，１］｝ ｉｓ ａｌｓｏ ａｎ
ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｅｘａｍｐｌｅ ３．５ 　 Ｌｅｔ Ｌ ＝ （｛０，ａ，１｝， →，０，ａ，１）
ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｉｎ ｗｈｉｃｈ， μ０ ＝ ν０ ＝
νａ ＝ ０ ａｎｄ ν１ ＝ μ１ ＝ μａ ＝ １． Ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ → ｏｆ Ｌ ｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １４．
Ｔａｂｌｅ １４　 Ｃａｙｌｅｙ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ

→ ０　 ａ　 １

０
ａ
１

１　 １　 １
ａ　 １　 １
０　 ａ　 １

　 　 Ｗｅ ｃａｎ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ Ｉ ＝ ｛１｝ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ ａ′ ＝ ａ ａｎｄ ａ″ ＝ ａ ｄｏ ｎｏｔ ｂｅｌｏｎｇ ｔｏ Ｉ ．
Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｉ ＝ ｛１｝ ｉｓ ｎｏｔ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ
ｏｆ Ｌ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ３ 　 Ｌｅｔ Ｌ ｂｅ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ． Ｉｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ， ｔｈｅｎ Ｉ
ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｈｅｎ Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ． Ｆｏｒ ａｌｌ φ ∈ Ｌ ，
Ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｉｓ １， ａｎｄ ｓｏ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ
ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｉｓ ａｌｓｏ １ ｕｎｄｅｒ ν ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｓｉｎｃｅ ν１ ＝ １
ａｎｄ １ ∈ Ｉ ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｉ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ
ｏｆ Ｌ ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３． ５ 　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ． Ｉｆ ｛１｝ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ， ｔｈｅｎ Ｌ ｉｓ Ｓｔｏｎｅａｎ ａｌｇｅｂｒａ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ ｛１｝ ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ． Ｔｈｅｎ
ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｛１｝ ｕｎｄｅｒ ν
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｆｏｒ ａｎｙ φ∈ Ｌ ． Ｓｉｎｃｅ νφ≤ φ ａｎｄ ν１ ＝ １， ｉｔ
ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ φ′ ａｎｄ φ″ ｉｓ １．
Ｈｅｎｃｅ， Ｌ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３．２　 Ｉｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｛１｝ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ
ｉｆｆ Ｌ ｉｓ Ｓｔｏｎｅａｎ ａｌｇｅｂｒａ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３． ４ 　 Ｌｅｔ Ｉ ｂｅ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ａｎｄ Ｊ

ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ， ｗｈｅｒｅ Ｉ ⊆ Ｊ ． Ｔｈｅｎ Ｊ ｉｓ ａｎ
ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｌｅｔ Ｉ ｂｅ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （νφ） ′ ａｎｄ （νφ） ″
ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ ， ｆｏｒ ａｌｌ φ ∈ Ｌ ． Ｓｏ， ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （νφ） ′ ａｎｄ （νφ） ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｊ ，
ｓｉｎｃｅ Ｉ ⊆ Ｊ ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｊ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｎ Ｌ ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３．３ 　 Ｌｅｔ Ｌ ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ ⁃
ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ． ｛１｝ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ｉｆｆ ｅｖｅｒｙ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ｉｓ ａｌｓｏ ａｎ
ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．６　 Ｉｎ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ． Ｉｆ ν（φ∨ ω） ＝ νφ∨
νω ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ｏｆ Ｌ ｉｓ ａｌｓｏ
ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｌｅｔ Ｌ ｂｅ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ
ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ ｛１｝ ｉｓ ａ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３． ２． Ｗｅ
ｃａｎ ｃｏｎｃｌｕｄｅ ｔｈａｔ ｛１｝ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ｂｙ Ｒｅｍａｒｋ ３． １． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｅｖｅｒｙ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｉｄｅａｌ Ｉ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｉｎ Ｌ ，
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３．３．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．７ 　 Ｉｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ａ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ＫＬ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｎｅｇａｔｉｏｎ
ａｎｄ ｉｆ φ ∈ Ｌ ， ｔｈｅｎ φ ∈ Ｉ ｏｒ φ′ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ Ｉ ｉｓ ａｎ
ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｐｒｏｏｆ　 Ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ φ∈ Ｌ ． Ｗｈｅｎ φ∈ Ｉ ， ｗｅ ｈａｖｅ
φ″ ∈ Ｉ ， ｓｉｎｃｅ νφ∈ Ｉ ａｎｄ νφ ＝ （νφ） ″ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ
ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （νφ） ′ ａｎｄ （νφ） ″ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ ． Ｗｈｅｎ
φ ∉ Ｉ，ｗｅ ｈａｖｅ φ′∈ Ｉ ， ａｎｄ ｓｏ （νφ）′∈ Ｌ ， ｓｉｎｃｅ φ′≤
（νφ） ′． Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｓｕｐｒｅｍｕｍ ｏｆ （νφ） ′ ａｎｄ （νφ） ″
ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ Ｉ ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ， Ｉ ｉｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．６　 Ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ，ｉｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｔ
Ｉ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｅｅｔ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｒｅｆｅｒｒｅｄ ｔｏ ａｓ ａ ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌ，ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ：

１） Ｉｆ φ ∈ Ｉ ａｎｄ φ ≤ ω ， ｔｈｅｎ ω ∈ Ｉ；
２） Ｉｆ φ，ω ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ φ ∧ ω ∈ Ｉ；
３） Ｉｆ φ ∈ Ｉ ， ｔｈｅｎ νφ ∈ Ｉ．
Ｅｘａｍｐｌｅ ３．６　 Ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ３．２， ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒｌｙ ｔｈａｔ

Ｉ ＝ ｛［ａ，１］｝ ｉｓ ｆｕｌｆｉｌｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌ． Ｔｈｕｓ， Ｉ ＝ ｛［ａ，１］｝ ｉｓ ａｌｓｏ ａ ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．７［ ２ ］ 　 Ｗｅ ｒｅｆｅｒ ｔｏ （Ｓ，∗， →，１）
ａｓ ａ ｌｅｆｔ ｈｏｏｐ ｉｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ
ｆｏｒ ａｎｙ φ，ψ，ω ∈ Ｓ ：

１） （Ｓ，∗，１） ｉｓ ａ ｍｏｎｏｉｄ；
２） φ → φ ＝ １；

·２１·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ）

３） （φ∗ψ） → ω ＝ φ → （φ → ω）；
４） （ψ → ω）∗ψ ＝ （ω → ψ）∗ω．
Ｉｎ Ｒｅｆ． ［ ８］ ， ａ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ

ｎｅｇａｔｉｏｎ ｉｓ ａ ｌｅｆｔ ｈｏｏｐ． Ｈｅｎｃｅ， ｗｅ ｈａｖｅ φ∗ω≤ φ∧
ω ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｌ ， ｓｉｎｃｅ φ ≤ ω → φ ａｎｄ φ ≤ ω →
ω ＝ １．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ３．８ 　 Ｉｆ Ｌ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ｉｓ ａ
ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌ．

Ｐｒｏｏｆ 　 Ｉｆ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ｓｅｍｉｒｅｇｕｌａｒ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ Ｉ ｈｏｌｄｓ ｏｎ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ １） ａｎｄ ３） ｏｆ Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．６． Ｗｅ ｏｎｌｙ ｎｅｅｄ ｔｏ
ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ φ ∧ ω ∈ Ｉ ｆｏｒ ａｎｙ φ，ω ∈ Ｉ ． Ｓｉｎｃｅ φ∗ω ≤
φ ∧ ω，φ ≤ ω → φ∧ω． Ｓｏ φ→（ω→ φ∧ω） ＝ １∈
Ｉ． Ｓｉｎｃｅ Ｉ ｉｓ ａ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ， ω → φ∧ ω ∈ Ｉ ． Ｈｅｎｃｅ，
φ ∧ ω ∈ Ｉ ， ｓｉｎｃｅ ω ∈ Ｉ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， Ｉ ｃａｎ ｆｏｒｍｓ ａ
ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ ．

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｉｄｅａｌｓ ｈａｖｅ ａ
ｇｒｅａｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｆｕｚｚｙ ｌｏｇｉｃｓ ａｎｄ
ｌｏｇｉｃａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｆｏｃｕｓｅｓ ｏｎ ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ．
Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｗｅ ｅｘｔｅｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｂｙ ａｄｄｉｎｇ
ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｕ ∉ ｛０，１｝ ａｎｄ ｔｗｏ ｕｎａｒｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ν ａｎｄ
μ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｔｏ ｅｘｐｌｏｒｅ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌ Ｉ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃
ａｌｇｅｂｒａ Ｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ Ｉ∩Ｅ（Ｌ） ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａ
Ｅ（Ｌ） ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ
Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ ⁃ａｌｇｅｂｒａ， ｗｅ ｓｔｕｄｙ ｉｔｓ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ （ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ） Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ．
Ｖａｒｉｏｕｓ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ Ｓｔｏｎｅａｎ
ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ， ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｄｅａｌｓ， ａｎｄ
ｌａｔｔｉｃｅ ｉｄｅａｌｓ，ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｎｄ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ａｍｏｎｇ ｖａｒｉｏｕｓ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｉｄｅａｌｓ ａｒｅ
ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｉｎ ｔｈｅ ｆｕｔｕｒｅ， ｗｅ ｗｉｌｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅ ｔｈｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ｂｙ ｓｔｕｄｙｉｎｇ
ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ， ａｎｄ ｌｏｃａｌ
ｂｏｕｎｄｅｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ａｎｄ ｆｕｒｔｈｅｒ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｃｌｏｓｕｒｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｉｎ Ｓｔｏｎｅａｎ ｓｐａｃｅｓ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］Ｒｕｍｐ Ｗ． Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ， ｓｅｌｆ⁃ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ， ａｎｄ ｌ⁃ｇｒｏｕｐｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａ， ２００８，３２０（６）： ２３２８ － ２３４８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ．
ｊａｌｇｅｂｒａ．２００８．０５．０３３．

［２］Ｒｕｍｐ Ｗ，Ｙａｎｇ Ｙ Ｃ． Ｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｉｎ ｌ⁃ｇｒｏｕｐｓ ａｓ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ．
Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓ， ２０１２， ６７： １２１ － １３０． ＤＯＩ： １０． １００７ ／
ｓ０００１２－０１２－０１７２－５．

［３］Ｗｕ Ｙ Ｌ， Ｗａｎｇ Ｊ， Ｙａｎｇ Ｙ Ｃ． Ｌａｔｔｉｃｅ⁃ｏｒｄｅｒｅｄ ｅｆｆｅｃｔ
ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｆｕｚｚｙ Ｓｅｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１９，
３６９： １０３－１１３．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｆｓｓ．２０１８．０８．０１３．

［４］Ｃｉｕｎｇｕ Ｌ Ｃ． Ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓ，
２０２１， ８２：Ａｒｔｉｃｌｅ ｎｕｍｂｅｒ ７． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ０００１２ － ０２０ －
００６９５－１．

［５］Ｋｏｌｏｇａｎｉ Ｍ Ａ． Ｓｏｍｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｓｏｆｔ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２３， ２７（１９）： １３７６５－１３７７７．ＤＯＩ：１０．１００７ ／
ｓ００５００－０２３－０８９６５－５．

［６］Ｈｕ Ｃ Ｇ， Ｌｉ Ｘ Ｇ， Ｘｉｎ Ｘ Ｌ． Ｄｕａｌ ｉｄｅａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｏｎ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． ＡＩＭＳ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２４， ９（１）： １２２ － １３９．
ＤＯＩ：１０．３９３４ ／ ｍａｔｈ．２０２４００８．

［７］Ｙｕｎ Ｈ， Ｘｉｎ Ｘ Ｌ， Ｙａｎｇ Ｘ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｐｒｉｍｅ ｉｄｅａｌｓ ａｎｄ
ｍａｘｉｍａｌ ｉｄｅａｌｓ ｏｎ ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ａｎｎａｌｓ ｏｆ
Ｆｕｚｚｙ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｃｓ， ２０２４， ２７（１）： ２９－５１．
ＤＯＩ：１０．３０９４８ ／ ａｆｍｉ．２０２４．２７．１．２９．

［８］Ｖａｎ Ｇａｓｓｅ Ｂ， Ｃｏｒｎｅｌｉｓ Ｃ， Ｄｅｓｃｈｒｉｊｖｅｒ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｔｒｉａｎｇｌｅ
ａｌｇｅｂｒａｓ： Ａ ｆｏｒｍａｌ ｌｏｇｉｃ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｉｎｔｅｒｖａｌ⁃ｖａｌｕｅｄ
ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅｓ． Ｆｕｚｚｙ Ｓｅｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ，２００８，１５９（９）：
１０４２－１０６０．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｆｓｓ．２００７．０９．００３．

［９］Ｖａｎ Ｇａｓｓｅ Ｂ， Ｄｅｓｃｈｒｉｊｖｅｒ Ｇ， Ｃｏｒｎｅｌｉｓ Ｃ，ｅｔ ａｌ． Ｆｉｌｔｅｒｓ ｏｆ
ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ ｌａｔｔｉｃｅｓ ａｎｄ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１０， １８０（ １６）： ３００６ － ３０２０． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ．
ｉｎｓ．２０１０．０４．０１０．

［１０］Ｚａｈｉｒｉ Ｓ， Ｓａｅｉｄ Ａ Ｂ， Ｅｓｌａｍｉ Ｅ． Ａ ｎｅｗ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｆｉｌｔｅｒｓ
ｉｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎｓ Ｄｅ Ｌ􀆳 Ｉｎｓｔｉｔｕｔ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｑｕｅ，
２０１７，１０１（１１５）：２６７－２８３．ＤＯＩ：１０．２２９８ ／ ＰＩＭ１７１５２６７Ｚ．

［１１］Ｚａｈｉｒｉ Ｓ， Ｓａｅｉｄ Ａ Ｂ， Ｔｕｒｕｎｅｎ Ｅ． Ｏｎ ｌｏｃａｌ ｔｒｉａｎｇｌｅ
ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｆｕｚｚｙ Ｓｅｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２１， ４１８： １２６－１３８．
ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｆｓｓ．２０２０．０７．００１．

［１２］Ｚａｈｉｒｉ Ｓ， Ｓａｅｉｄ Ａ Ｂ． Ｏｎ Ｓｔｏｎｅａｎ ｔｒｉａｎｇｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｆｕｚｚｙ
Ｓｅｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２４， ４８７：１０８９８９．ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．ｆｓｓ．
２０２４．１０８９８９．

［１３］Ｄｅｍｅｎｅｇｈｉ Ｐ． Ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ Ｓｔｅｉｎｂｅｒｇ ａｌｇｅｂｒａｓ．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１９，３５２：７７７ － ８３５． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ．ａｉｍ．２０１９．０６．０２４．

［１４］Ｈａｖｅｓｈｋｉ Ｍ， Ｓａｅｉｄ Ａ Ｂ， Ｅｓｌａｍｉ Ｅ． Ｓｏｍｅ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｆｉｌｔｅｒｓ
ｉｎ ＢＬ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｓｏｆｔ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００６，１０： ６５７－６６４．ＤＯＩ：
１０．１００７ ／ Ｓ００５００－００５－０５３４－４．

［１５］Ｗａｎｇ Ｊ， Ｗｕ Ｙ Ｌ， Ｙａｎｇ Ｙ Ｃ． Ｂａｓｉｃ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ
Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｓｏｆｔ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２０， ２４： １４３２７ － １４３３２．
ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ００５００－０２０－０５２３１－ｗ．

［１６］Ｋｏｌｏｇａｎｉ Ｍ Ａ． Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ
ｌｏｇｉｃａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａｉｃ Ｈｙｐｅｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ
Ｌｏｇｉｃａｌ Ａｌｇｅｂｒａｓ， ２０２３， ４（１）： ２７－ ４６． ＤＯＩ：１０．６１８３８ ／
ＫＭＡＮ．ＪＡＨＬＡ．４．１．３．
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