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3-RSR 波浪补偿平台 T-S 模糊控制策略

王妙辉1,谢文博2,齐俊桐1,吴　 翔2,彭　 艳1

(1. 上海大学 人工智能研究院,上海 200444;2. 上海大学 机电工程与自动化学院,上海 200444)

摘　 要: 为提高并联机器人波浪补偿控制的抗干扰能力与控制精度,针对复杂海洋环境下现有方法鲁棒性不足的问题,以 3-
RSR 并联机器人为对象,提出新型 TNL 函数观测器和 T-S 模糊控制策略。 首先,基于机构运动特性构建了包含支链约束的运

动学模型,推导关节空间与操作空间的雅可比矩阵;通过虚功原理和牛顿-欧拉法建立非线性动力学模型,阐明惯性力、科氏

力与重力的耦合机制。 其次,针对系统的高度非线性特性,采用 T-S 模糊模型对动力学方程进行精确逼近,实现基于隶属度函

数的局部线性化建模。 创新性设计了 TNL 函数观测器,结合 Lyapunov 稳定性理论构建 LMI 表征的鲁棒稳定性条件,解决系统

状态不可测问题。 最后,通过协同设计观测器与模糊控制器,构建抗扰闭环系统,利用凸优化求解满足 H∞ 性能指标的控制器

参数,保障扰动下的动态稳定性。 仿真结果表明,TNL 函数观测器较传统类型具有更优性能指标。 该架构能有效解决非线性

状态估计与鲁棒控制难题,为海洋工程装备波浪补偿提供了创新方案,对提升舰船转载、海上救援等作业性能具有重要实践

价值。
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T-S fuzzy control strategy for the 3-RSR wave compensation platform
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Abstract: To improve the anti-interference ability and control accuracy of wave compensation control for parallel
robots, and to address the problem of insufficient robustness of existing methods in complex marine environments,
this study proposes a novel TNL function observer and a T-S fuzzy control strategy for a 3-RSR parallel robot.
Firstly, a kinematic model incorporating limb constraints is constructed based on the kinematic characteristics of the
mechanism, and the Jacobi matrices between the joint and operational spaces are deduced; a nonlinear dynamics
model is established through the principle of virtual work and the Newton-Euler method to elucidate the coupling
mechanism of inertial, Coriolis, and gravitational forces. Secondly, to address the highly nonlinear characteristics
of the system, the T-S fuzzy model is adopted to accurately approximate the dynamical equations, thereby realizing
local linearization modeling based on membership functions. The TNL function observer is innovatively designed,
and the robust stability condition characterized by LMIs is constructed by combining the Lyapunov stability theory to
solve the problem of unmeasurable system states. Finally, through a co-design of the observer and fuzzy controller,
an anti-disturbance closed-loop system is constructed, and convex optimization is used to solve controller parameters
that satisfy the H∞ performance index, thereby guaranteeing dynamic stability under disturbances. Simulations show
that the TNL function observer has better performance than the conventional types. The proposed architecture can
effectively address the challenges of nonlinear state estimation and robust control, providing an innovative solution
for wave compensation in marine engineering equipment, which is of great practical value for enhancing the
performance of operations such as ship-to-ship transfer and maritime rescue.
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　 　 船舶在海洋环境中时刻受到风、浪、流等外部干

扰的影响[1]。 尽管动力定位( dynamic positioning,
DP)系统能够在一定程度上控制船舶低频状态,但
其仍难以抑制高频运动,这不仅降低了人员与货物



转移的效率,还带来了严重的安全隐患。 为确保海

上作业的安全性和效率,开发可靠的海上转运系统

至关重要。 目前,小船、直升机和吊篮等传统转运方

式在安全性和效率方面均存在一定局限性。 相比之

下,安装在动力定位船上的海上廊桥成为一种更为

理想的选择。 动力定位系统能够补偿船舶的低频运

动(如涌浪、摇摆和偏航),而廊桥的控制系统则能

够进一步抑制高频运动干扰,从而保障设备和人员

的安全[2]。
海上廊桥主要分为两类:固定基座式海上廊桥

和基于混合机构的海上廊桥。 固定基座式海上廊桥

的基座直接固定在船舶上,仅依靠三自由度串联舷

梯进行运动补偿。 其结构简单,但运动范围有限;基
于混合机构的海上廊桥则由多自由度并联机构和三

自由度串联舷梯组成,虽然结构稍显复杂,但具有更

高的补偿精度。 然而,这些系统普遍具有复杂的非

线性动力学特性,且工作环境中存在波浪干扰和时

变负载等不确定性因素。 为应对这些挑战,研究人

员提出了多种控制策略。 对于固定基座式设计,通
常采用串联机械臂控制方案,通过动力学方程设计

末端执行器控制策略,以补偿偏航、滚转、俯仰和摆

动等方向的运动[3]。 在多自由度并联机构的研究

中,Stewart 平台是最典型的代表,相关研究主要集

中在关节空间控制策略上。 例如,Chen 等[4] 提出了

一种基于 ADRC 的三环控制策略,显著提升了系统

的稳定性和干扰抑制能力。 在任务空间控制策略研

究中,Cai 等[5] 提出了一种自适应鲁棒双环控制方

案,在船载 Stewart 平台的波浪补偿控制中表现出优

异的性能。 然而,固定基座式海上廊桥由于结构限

制,无法完全补偿舷梯平台的六自由度运动;而基于

混合机构的海上廊桥虽然具有更高的补偿能力,但
其高复杂性、强非线性和显著耦合性使得系统对外

部干扰和参数变化极为敏感。 现有方法在处理高频

运动干扰和复杂非线性动力学特性时仍存在显著不

足。 尤其是基于混合机构的廊桥系统,其高复杂性

和强耦合性导致对外部干扰和参数变化极为敏感。
现有控制策略在鲁棒性和精度上的局限性,严重制

约了海上作业的安全性和效率。
近年来,T-S 模糊系统在工业控制领域得到了

广泛关注。 这类系统通过隶属度函数(membership
functions,MFs)将非线性系统近似表示为多个线性

模型的模糊集合[6],从而能够灵活地将线性系统控

制理论应用于非线性系统的控制中[7 - 8]。 在 3-RSR
并联机构的控制中,由于传感器测量的局限性,系统

状态量中不可避免地存在不可测量部分。 然而,要

实现波浪补偿平台的高精度控制,准确的状态估计

至关重要。 模糊观测器的设计主要围绕两个关键问

题 展 开: 观 测 器 结 构 和 不 可 测 前 件 变 量

(unmeasurable premise variables,UPVs)。 经典的全

阶 Luenberger 观测器是设计的基础,但为了提高观

测器性能并降低保守性,近期研究提出了在离散时

间间隔内估计不可测状态的分段全阶观测器[9]。
针对多样化和复杂的模糊系统,研究人员已提出了

多种观测方法。 例如,Guerra 等[10] 则针对 T-S 模糊

系统设计了全阶观测器。 Liu 等[11]指出函数观测器

可以直接估计系统状态,从而为精确的反馈控制提

供支持。 Wang 等[12]则提出函数观测器可以估计系

统状态的线性变换,从而支持滑模控制。 然而,
Islam 等[13]指出,函数观测器增益矩阵的最优解涉

及严格的秩条件,这增加了计算复杂性。
近年来,Wang 等[14 - 15] 提出了一类用于处理子

系统的广义 Luenberger 观测器,并将其进一步发展

为 TNL 观测器结构。 这种结构通过引入更多的设

计自由度,显著提高了控制精度。 其中,T、N、L 分

别表示相应的设计参数矩阵。 当 T 和 N 矩阵确定

后,观测器将退化为具有 L 增 益 矩 阵 的 传 统

Luenberger 类型。 Wang 等[16 - 17]还指出,参数矩阵 T
和 N 只需满足相对简化的秩条件,从而能够高效、
便捷地求解。 与函数观测器的严格秩条件相比,
TNL 观测器的条件更易于处理。 尽管已有研究在观

测器设计上取得进展,但严格的秩条件限制和不可

测前件变量(UPVs)的保守性处理,仍是制约 3-RSR
并联机构控制性能的关键因素。

在模糊观测器设计中,处理不可测前件变量

(UPVs)是一个关键问题。 Pan 等[18]指出,隶属度函

数通常依赖于估计的前件变量。 Hassani 等[19] 详细

分析了区间型 T-S 模糊系统的故障检测问题,并基

于 UPVs 的 Lipschitz 条件提出了解决方案。 Zhou
等[20]则设计了一种有限频率故障检测 TNL 观测

器。 Bezzaoucha 等[21] 提出了一种函数观测器,将
UPVs 相关因素转化为扰动,从而确保了系统的鲁棒

性能。
处理不可测前件变量(UPVs)是观测器设计中

的主要挑战之一,传统方法往往难以应对。 为了减

少稳定性分析中的保守性,研究人员提出了一些创

新方法。 例如, Guerra 等[22] 应用差分均值定理

(differential mean value theorem,DMVT),将 UPVs 重
新解释为估计误差,从而提高了估计精度。 Xie
等[23]则引入了一种解耦技术,将 UPVs 视为独立的

模糊系统,进一步完善了分析和设计方法。 上述研
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究在观测器-控制器设计方面取得了显著进展,为
3-RSR 并联机构的 T-S 模糊系统设计提供了重要参

考。 然而,由于观测器结构和不可测前件变量

(UPVs)的影响,现有方法仍存在一定的保守性,导
致控制性能和鲁棒性不足。 亟待解决海上廊桥系统

对控制精度和鲁棒性的高要求问题。
针对上述挑战,本文提出了一种基于 TNL 型函

数观测器的鲁棒控制框架,通过结合秩约束和 UPVs
解耦技术,实现了 3-RSR 并联机构的高精度干扰抑

制控制。

1　 3-RSR 系统运动学和动力学

1. 1　 系统坐标系

3-RSR 并联平台的关节示意图见图 1。 铰点 B i

和 P i( i = 1,2,3)均为转动副(R)。 图中:B i 为驱动

电机轴与驱动连杆 B iMi 的交点,该点位于基平面

{B}上;P i 为从动连杆 P iMi 与动平面{P}的交点,
位于动平面{P}上。 点 Mi 为球面副(S)转动中心,
作为铰接点连接 B iMi 和 P iMi。 3 组 RSR 支链

B iMiP i 将动平面{P}与基平面{B}连接,每组由安

装在基平面{B}上的永磁同步电机驱动。 通过旋转

驱动连杆 B iMi 与基平面{B}之间的角度 θi ( i = 1,
2,3),实现动平面{P}相对于基平面{B}的运动,其
中 θi∈(0°,90°)。

图 1　 3-RSR 并联平台关节原理图

Fig. 1　 Schematic diagram of 3-RSR parallel platform joint

为了便于正逆运动学的计算,所设计的 3-RSR
并联机构结构具有以下特点:

1)铰点 B i 所组成的三角形△B1B2B3 以及铰点

P i 所组成的三角形△P1P2P3 均为等边三角形,其中

B iB j = P iP j,i≠j。
2)驱动连杆与从动连杆的长度相等,即 B iMi =

P iMi = l,i = 1,2,3。
基于上述两个特点,结合图 1 的几何关系可知,

基平面{B}与动平面{P}关于中间平面{M}对称,

{M}并非实际存在的平面,而是由 Mi 点构成的虚

拟平面。
对 3-RSR 并联平台进行运动学分析,将各铰接

点简化为质点,建立以下对应的坐标系。
1)基坐标系 B - xByBzB。 坐标系的原点 B 与三

角形△B1B2B3 的几何中心重合。 x 轴指向 B1,z 轴

是{B}的法向量,y 轴由右手法则确定。
2)中间坐标系 M - xMyMzM。 坐标系的原点为 M

即{B}的法向量与{M}的交点。 x 轴指向 M1,z 轴

是{M}的法向量,y 轴由右手法则确定。
3)动坐标系 P - xPyPzP。 坐标系的原点 P 与三

角形△P1P2P3 的几何中心重合。 x 轴指向 P1,z 轴

是{P}的法向量,y 轴由右手法则确定。
4)世界坐标系 W - xWyWzW。 该坐标系固定于地

球,始终保持静止状态。
1. 2　 逆运动学分析

3-RSR 并联机构的逆运动学问题可描述为:根
据动平面 {P} 的位置 qx = [xP yP zP] T 和姿态

qb = [α β γ] T,确定驱动关节的转角 θi。 {P}的
位置和姿态可表示为向量[xP yP zP α β γ] T。

然而,由于 3-RSR 机构的结构特点,{P}的位姿

向量中的 6 个元素并非完全独立。 位置变量 qx 是

独立的,而姿态变量 qb 可通过 qx 解出。 为实现解

耦,引入中间变量 d 替代位置向量 qx,其中 d 为点 B
与 M 之间的距离。 通过已知参数 α、β 和 d,3-RSR
并联机构的逆运动学解可以表达为驱动角 θ1、θ2 和

θ3 的函数。
根据结构特性,中间平面{M}和基平面{B}之

间在 γ 方向上无相对旋转。 由于{B}和{P}关于

{M}对称,因此 γ = γ
·
= 0。 因此,在后续分析中,将

不再考虑 γ 自由度上的运动。
为清晰描述 3-RSR 系统的运动学特性,定义以

下向量:q = [xP yP zP α β] T 为{P} 的姿态,
qe = [α β d] T 为 { P } 的 等 效 位 姿, qx =
[xP yP zP] T 为{P}的位置,qa = [α β] T 为{P}

的姿态,ωp = [ωα ωβ ωγ] T 为{P}相对于坐标系

B - xByBzB 的角速度向量,θ = [θ1 θ2 θ3] T 为驱动

角,τ = [τ1 τ2 τ3] T 为驱动力矩。
由于 α,β 已知,从{P}到{B}的旋转矩阵为

{P}
{B}R = R(y,β)R(x,α) (1)

由于{P}和{B}关于{M}对称,从{M}到{B}
的旋转矩阵为

{M}
{B} R = R y, β

2( )R x, α2( ) (2)

从{P}到{M}的旋转矩阵为{P}
{M} R = {M}

{B} R,因此
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可以确定{M}的法向量,即
zM = {M}

{B} R·zB (3)
由图 1 可知,向量 MMi 与 zM 正交,即

(Mi - dzB)zM = 0,i = 1,2,3 (4)
通过求解式(4)可以得到驱动角 θ 的表达式为

cos α
2 sin β

2 cos φi(R + lcos θi) - sin α
2 sin φi(R +

lcos θi) - cos α
2 cos β

2 (d - lsin θi) = 0 (5)

式中:φi =
2
3 π( i - 1),i = 1,2,3 为 BB i 与基平面坐

标系 x 轴正方向 xB 的夹角;B i 均匀的分布在以 B 为

圆心,以 R 为半径的圆上。
1. 3　 正运动学分析

正向运动学问题可描述为:根据驱动角 θ,其目

标是确定动平面{P}的姿态 qe。
在 B - xByBzB 坐标系中,点 M 的坐标可表示为

向量:
M = dzB (6)

由于驱动角 θ 已知,点 Mi 的坐标可表示为 θ 的

函数。 中间平面{M}的法向量 zM 可通过下式计算:

zM =
(M3 -M2) × (M2 -M1)

‖(M3 -M2) × (M2 -M1)‖
(7)

根据(M - M1 ) zM = 0,可推导出 d 的表达式

如下:

d =
M1zM
zBzM

(8)

设 zM = [a b c] T,通过对式(2) ~ (4)进行转

换,可确定 α、β 分别为:
α = - 2arcsin(b) (9)

β = 2arcsin a
cos α( ) (10)

至此,正运动学分析完成。
1. 4　 雅可比矩阵计算

变量q
·

x 可通过式(2)和式(4)推导得出:

q
·

x = J1q
·

e (11)

变量q
·

e 可通过式(7) ~ (9)推导得出:

q
·

e = J2θ
·

(12)
因此,可得:

q
·

x = J3θ
·

(13)
式中,J3 = J1J2。

q
·

a 和 θ
·
之间的雅可比矩阵可直接由 J2 获得:

q
·

a = J4θ
·

(14)

式中,J4 为 J2 的前两行,并且由于 γ = γ
·

= 0,J4 ∈
R2 × 3。

1. 5　 动力学分析

3-RSR 机构各组件的质量定义如下:驱动连杆、
从动连杆和动平面{P}的质量分别为 ma、mb 和 mc。
该机构中所使用的连杆具有较大的长细比(长度与

截面尺寸之比),其质量分布更接近于杆状结构,两
端集中质量的模型能较好地近似实际质量分布。 因

此,假设连杆的质量集中于其两端,忽略中间段的质

量对系统整体动力学影响较小。
3-RSR 并联机构动平面{P}的平移动能为

E tke =
1
2 q

·T
xmq

·
x (15)

式中,m =mc +
3
2 mb。

3-RSR 并联机构动平面{P}的转动动能为

Erke =
1
2 ωT

pmIPωpm (16)

式中:ωpm为动平面{P}在坐标系 P - xPypzp 中的角

速度矢量,IP = diag{ IxIyIz}为动平面{P}相对于坐

标系 P - xPyPzP 的惯性矩阵。
ωpm与 ωP 之间的关系为

ωpm = R (x,α) - 1R (y,β) - 1ωP (17)
ωP 与旋转矩阵{P}

{B}R 之间的关系为

ω
~
P = {P}

{B}R
·{P}

{B}R (18)

式中,符号 ~ 为向量的反对称矩阵,可表示为ω
~
P =

-ω
~ T
P。 ωP 的反对称矩阵可表示为

ω
~
=

0 - ωγ ωβ

ωγ 0 - ωα

- ωβ ωα 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(19)

结合式 (17)、 (18),可求到 ωP。 因此,根据

式(15),动平面{P}的转动动能为

Erke =
1
2

α·

β
·

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T Ix 0

0 Iy cos2α + Iz sin2α
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

α·

β
·

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
(20)

结合式(14)和式(19),可得到动平面{P}的总

动能为

Eke = E tke + Erke =
1
2 q

·TMPq
·

(21)

式中 MP 为{P}的质量矩阵。
动平面{P}的势能可表示为

Epe =mgzP (22)
根据拉格朗日函数的定义,应用拉格朗日方程

可将连杆的运动方程推广至 3-RSR 并联机构的动

平面{P},得到如下拉格朗日方程:
d
dt

∂L
∂q
·

i
( ) - ∂L

∂qi
= τi (23)

式中:L 为拉格朗日函数,定义为 L = Eke - Epe;qi 为
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动能和势能的广义坐标;τi 为广义力,是作用在坐标

qi 方向上的假设力和力矩。
基于虚功原理,可推导出系统的动力学方程:

M(q) q
··

+ C(q,q
·
) q

·
+G(q) = J(τ + τd) (24)

其中:

M(q) =

m·I3 × 3 03 × 2

02 × 3

Ix 0

0 Iy cos2α + Iz sin2α( )
é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

C(q,q
·
) =

04 × 4

03 × 1

1
2 ( Iy - Iz)sin(2α)β

·( )
01 × 4 ( Iz - Iy)sin(2α)α

·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

G(q) = [0 0 mg 0 0] T

J = [JT
3 JT

4]
T

式中:M(q)为惯性矩阵,C(q,q
·
)为科里奥利矩阵,

G(q)为重力矩阵,J 为机构的雅可比矩阵,τ 为驱动

力矩,τd 为扰动力矩。
基于动力学模型(23),可建立系统的状态空间

方程。 设定状态变量为 x1 = q,x2 = q
·
,从而控制输入

为 u = Jτ - G(x1),扰动项可表示为 Ed = Jτd,输出为

y = q,则状态方程可表示为以下形式:

x· = A(x)x + B(x)u + Ed
y = Cx{ (25)

其中:
x = [x1 x2]

A(x) =
05 × 5 I5 × 5

05 × 5 -M - 1(x1)C(x1,x2)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

B(x) =
05 × 5

M - 1(x1)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

C = [ I5 × 5 05 × 5]

2　 T-S 模糊模型

为便于分析,将式(25)重构为 T-S 模糊系统,
此方法可简化稳定性分析,并便于观测器与控制器

的设计。
式(25) 可表示为具有外部扰动的 T-S 模糊

模型:
规则 i　 若 ε1 属于 Mi1…且 εν 属于 Miν,则

x
·
= Aix + Biu + Eid (26)

式中: i = 1, 2, …, l, l 为模糊规则的数量; ε =
[ε1,…,εν] T∈Rν 为前件变量;Mij为模糊集, j = 1,
2,…,ν,ν 为前件变量的维度;x∈Rn 为系统状态;
u∈Rm 为控制输入;d∈Ro 为未知外部扰动,且满足

d∈L2(0,∞ );Ai∈Rn × n,Bi∈Rn × m,Ei∈Rn × o为系统

的参数矩阵。 由于式(25)的状态变量数量已知,矩
阵维度可直接确定为:n = 10,m = 5,o = 1,ν = 3。 为

保持一致性,后续分析沿用上述维度符号。
在此使用扇形非线性方法来处理系统当中的非

线性部分[24],前件变量 εi ∈[ εimin, εimax ] ( i = 1,
2,…,ν)为系统当中的非线性项,εimin、εimax分别为 εi

的最小值和最大值。 对于每个 εi 可以构造两个归

一化权重函数:

ηi
0 =

εimax - εi

εimax - εimin
(27)

ηi
1 = 1 - ηi

0 (28)
此外,εi 可以表示为 εi = εiminηi

0 + εimaxηi
1,即两

个极值的加权和。 对应于这两个权重函数的模糊集

定义在区间[εimin,εimax]上,即 εi 取值的域。
系统动力学方程可进一步表示为

x· = ∑
l

i = 1
Φi(ε)[Aix + Biu + Eid]

y = Cx
{ (29)

其中:

∑
l

i = 1
Φi(ε) = 1

Φi(ε) =
∏

ν

j = 1
Mij(ε j)

∑
l

i = 1
∏

ν

j = 1
Mij(ε j)

≥ 0

对于所有 i,Φi ( ε) 为归一化的隶属度函数,
Mij(ε j)为 ε j 对应模糊集 Mij的隶属度。 系统输出为

y∈Rs。
对于式(25),前件变量的设置如下:

ε1 = 1
2
( Iz - Iy)sin(2α)

Ix
β
·
= D1(α)β

·

ε2 =
( Iy - Iz)sin(2α)
Iy cos2α + Iz sin2α

α
·
= D2(α)α

·

ε3 = 1
Iy cos2α + Iz sin2α

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(30)

由于传感器限制,α
·
和β

·
无法直接测量。 因此,

前件变量 ε1 和 ε2 为不可测变量,而 ε3 为可测变

量,其隶属度函数可分别表示为 h(σ)和 g(ζ),其中

σ = ε3 和 ζ = [ε1,ε2]分别表示可测和不可测的前件

变量。
基于上述建模方法,可得到等效的 T-S 模糊模

型(29),其形式为

x· = ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
hi(σ)g j(ζ)[Aijx + Biju + Eijd]

y = Cx
{

(31)
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式中 lσ、lζ 分别为与可测和不可测前件变量相关的

规则数。
3-RSR 并联机构的控制目标为保持动平面{P}

稳定。 由于{P}的某些状态变量不可测,因此将设

计一个 TNL 函数观测器和基于观测器的控制器来

完成控制任务。

3　 主要内容

3. 1　 观测器设计

本文提出了一种新型 TNL 函数观测器。 对于

式 ( 29 ), 矩 阵 C 是 满 行 秩 的, C 和 In 满 足

rank [ In CT] T = n。 定义矩阵 T1∈Rn × n,T2∈Rn × s

和[T1 T2]∈Rn × (n + s) 为满行秩矩阵[25],使得以下

条件成立:

[T1 T2]
In
C

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = T1 + T2C = In (32)

对于式(31),模糊观测器构造为

ξ
·

= ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
hi ĝ j(Nijξ + Hiju + Jijy)

x^ = ξ + T2y
{ (33)

式中:x^ ∈Rn 为估计状态,ξ∈Rn 为中间状态变量,
Nij∈Rn × n、Jij∈Rn × s、Hij∈Rn × m、T2 为待确定的观测

器增益矩阵。
定义估计误差 e = x - x^ ,并考虑式(32)、(33),e

可表示为

e = T1x - ξ (34)
联立式(31)的系统方程与观测器(33),基于

式(34),估计误差系统可推导为

e· = T1x
· - ξ

·
= ∑

lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lζ

k = 1
hig j ĝk[Nike + (T1B ij -

Hik)u + (T1Aij - NikT1 - JikC)x + T1E ijd]
(35)

如果以下条件成立:
T1Aij -NikT1 - JikC = 0 (36)

T1B ij -Hik = 0 (37)
式(35)的描述可以进一步简化为

e· = ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lζ

k = 1
hig j ĝk(Nike + T1E ijd) (38)

观测器设计问题转化为求解增益矩阵 Nik,Jik,
Hik,T1 和 T2,使得式(38)在满足式(36)、(37)的情

况下渐近稳定。 相较于传统 TNL 观测器,本文设计

的观测器引入更多的决策变量,设计自由度更高且

保守性更低。
3. 2　 稳定性分析

针对观测器误差式(38)的稳定性,本文给出了

鲁棒性的具体分析方法。
定理 1　 对于∀i = 1,…,lσ,j,k = 1,…,lζ,如果

存在标量 γ1 > 0 和矩阵 Po = PT
o > 0∈Rn × n,Wik =

PoNik,Y = PoΥ,Wik∈Rn × n,Y∈Rn × (n + s),其中 Wik∈
Rn × n,Y∈Rn × (n + s),若不等式(39)成立,则式(38)具
有鲁棒稳定性,并且具有 H∞ 性能指标‖ e‖2 ≤
γ1‖d‖2,即

He{Wik} + In

Ω

ij

★ - γ2
1 Io

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
< 0 (39)

其中:

Ω

ij = (Po 􀅼 Ω1 + Y Ω1)E ij,

􀅼 =
In
C

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

†

, = In + s -
In
C

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

In
C

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

†

( ),Ω1 =
In

0 s × n

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

证明　 给定 Lyapunov 函数 Vo = eTPoe≥0,其导

数 V
·

o 为

V
·

o = ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lζ

k = 1
hig j ĝk[eT(NT

ikPT
o + PoNik)e +

dTET
ijTT

1Poe + eTPoT1E ijd] (40)
假设系统初始状态为零且 T > 0,定义 H∞ 性能

指标 J 为

J = ∫T
0
(eTe - γ2

1dTd + V
·
)dt - VT =

∫T
0

e
d

[ ]
T

∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lζ

k = 1
Ξijkφ1φ2

e
d

[ ]( )dt - VT

(41)
其中

Ξijk =
He{PoNik} + In PoT1E ij

★ - γ2
1 Io

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

由此可得, ∫T
0
‖e‖2dt < γ2

1 ∫T
0
‖d‖2dt 的一个

充分条件是 Ξijk < 0。
求解式(32) [25],可得出矩阵[T1 T2]的解为

[T1 T2] =􀅼 + Y (42)
其中:

􀅼 =
In
C1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

†

, = In + s -
In
C1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

In
C1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

†

( )
Y∈Rn × (n + s)为任意矩阵。 因此,T1 和 T2 可以得到:

Ti = (􀅼 + Y )Ωi,i = 1,2 (43)
其中:

Ω1 =
In

0 s × n

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,Ω2 =

0n × s

Is
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

定义 Y = PoY 和 Wik = PoNik,将式 (43) 代入

式(40),便可推出得到式(39)。
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由于控制律和系统状态的物理限制,有必要对

观测器增益矩阵施加一定的约束。 因此可以设置

NijNT
ij < Nmax,其中 Nmax = NNT > 0,N 为预定义的负

定对角矩阵。 考虑到定理 1 中的定义 Wik = PoNik,
可建立如下不等式约束:

WikWT
ik - PoNmaxPT

o < 0 (44)
应用 Schur 补引理,上述不等式可转化为以下

形式:
- PoNmaxPT

o Wik

★ - In

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
< 0 (45)

对于负定矩阵 - PoNmaxPT
o ,存在预定义的常数

κ1,使以下不等式成立[26]:
- PoNmaxPT

o≤ - κ1(Po + PT
o ) + κ2

1N - 1
max (46)

应用 Schur 补引理,可得

- κ1(Po + PT
o ) Wik N - 1

★ - In 0

★ ★ - 1
κ2

1
In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

< 0 (47)

H∞ 性能指标 γ1 的求解过程可转化为凸优化问

题,即
　 　 min γ1,

s. t.
He{Wik} + In

Ω

ij

★ - γ2
1 Io

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
< 0 &

- κ1(Po + PT
o ) Wik N - 1

★ - In 0

★ ★ - 1
κ2

1
In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

< 0 (48)

观测器增益矩阵的计算步骤如下:
Step 1　 根据式(43)计算􀅼 和 ;
Step 2　 通过求解凸优化问题(48)得出Wik,Y,γ1;
Step 3　 由式(43)推导 T1 和 T2;
Step 4　 基于式(36),可得 Jik =(T1Aij -NikT1)C†;
Step 5　 根据式(37)计算 Hik。

3. 3　 基于观测器的控制器设计

本文将设计基于状态观测的控制器。 若状态 x
和前件变量 ε 不可测量,则控制器可表示为

u = ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
hig jK ij x

~̂ (49)

式中:x~̂ = x - xd = x~ - e,x~̂ 为估计状态误差,xd 为期

望状态向量, x~ = x - xd 为状态跟踪误差。 针对

3-RSR并联机构的运动控制,需保持上部平台静止,
故取 xd = x·d = 0,后续分析中将不再考虑 xd。

将 u 代入式(31),并将估计误差式(38)改写为

　 x~
·

= ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lσ

p = 1
∑
lζ

q = 1
hig jhp ĝq·

[(Aij + BijKpq) x~ - BijKpqe + Φijη] (50)

e· = ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lζ

k = 1
hig j ĝk(Nike + T1E ijd) (51)

其中:
Φij = [Aij E ij],η = [xT

d dT] T

对于式(50) ~ (51),定理 2 将给出其鲁棒性

特性。
定理 2　 对于∀i,p = 1,…,lσ,j,q = 1,…,lζ,如

果存在标量 κ2 > 0,γ2 > 0 和矩阵 Poc = PT
oc > 0∈

Rn × n,X = P - 1
oc ,X = XT > 0,Mpq = Kpq X,使得不等

式(52)成立,则式(50)鲁棒性稳定且满足性能指标

‖x~‖2≤γ2
2(‖e‖2 +‖η‖2),即

He
AijX +
BijMpq

{ } -BijMpq Φij X 0

★ - κ2He{X} 0 0 In
★ ★ - γ2

2In + o 0 0
★ ★ ★ - In 0

★ ★ ★ ★ -
γ2
2

κ2
2
In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<0

(52)
证明　 给定 Lyapunov 函数 Voc( x

~ ) = x~ TPoc x
~,其

导数 V
·

oc为

V
·

oc( x
~
) = x~

·TPoc x
~ + x~ TPoc x

~· =

∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lσ

p = 1
∑
lζ

q = 1
hig jhp ĝq =

[ x~ T (Aij + BijKpq) TPoc x
~
- eTKT

pqBT
ijPoc x

~ +

ηTΦT
ijPoc x

~ + x~ TPoc(Aij + BijKpq) x
~ -

x~ TPocBijKpqe + x~ TPocΦijη] (53)
假设系统初始状态为零且 T > 0,定义 H∞ 性能

指标 J 为

J = ∫T
0
‖x~‖2dt - γ2

2 ∫T
0
(‖e‖2 + ‖η‖2)dt + V

·
oc(x

~) -

VT = ∫T
0

x~

e
η

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

T

∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lσ

p = 1
∑
lζ

q = 1
hig jhpg

^
qΦijpq

x~

e
η

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
dt

(54)

若满足 Φijpq < 0,则可保证不等式 ∫T
0
‖x‖2dt <

γ2
2 ∫T

0
(‖e‖2 + ‖η‖2)dt 成立,即式(50)的 H∞ 性

能指标得到满足,即
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Ψijpq =

He
PocAij +
PocBijKpq

{ } + In - PocBijKpq PocΦij

★ - γ2
2 In 0

★ ★ - γ2
2 In + o

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(55)
应用 Schur 补引理,可将上述不等式转换为

He
AijX +
BijMpq

{ } - BijMpq Φij X

★ - γ2
2XTX 0 0

★ ★ - γ2
2 In + o 0

★ ★ ★ - In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

< 0

(56)
对于负定矩阵 - γ2

2XTX,存在预定义的常数 κ2,
使得以下不等式成立[27]:

- γ2
2XTX≤ - κ2(XT + X) + (κ2

2 / γ2
2) In (57)

代入式(56)后,不等式(55)可改写为

He
AijX +
BijMpq

{ } -BijMpq Φij X

★
-κ2He{X} +

γ2
2

κ2
2
In

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
0 0

★ ★ -γ2
2In + o 0

★ ★ ★ - In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<0

(58)
再次应用 Schur 补引理,最终得到:

He
AijX +
BijMpq

{ } -BijMpq Φij X 0

★ - κ2He{X} 0 0 In
★ ★ - γ2

2In + o 0 0
★ ★ ★ - In 0

★ ★ ★ ★ -
γ2
2

κ2
2
In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<0

(59)
H∞ 性能指标 γ2 的求解可转化为凸优化问题:
min γ2,

s. t.

He
AijX +
BijMpq

{ } -BijMpq Φij X 0

★ - κ2He{X} 0 0 In
★ ★ - γ2

2In + o 0 0
★ ★ ★ - In 0

★ ★ ★ ★ -
γ2
2

κ2
2
In

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<0

(60)

定理 1 和定理 2 分别证明了观测器与控制器的

稳定性,但需进一步验证观测器-控制器闭环系统

的整体稳定性。 为此,定理 3 给出了式(50) ~ (51)
的全局稳定性证明。

定理 3 　 若对于∀i = 1,…, lσ, j,k = 1,…, lζ,
式(38)是输入状态稳定的,同时,若对于∀i,p = 1,
…,lσ,j,k,q = 1,…,lζ,式(50) ~ (51)是输入状态稳

定的,则整个系统是稳定的。
证明　 选择 Lyapunov 函数为 Voc( x

~ ) = x~ TPoc x
~,

则存在实正常数 γoc1 和 γoc2,使得 γoc1 ‖ x~ ‖2 ≤

Voc( x
~)≤γoc2‖x~‖2。 进一步计算 Voc的导数 V

·
oc为

V
·

oc(x
~) = x~

·TPocx
~ + x~ TPoc x

~· = ∑
lσ

i =1
∑
lζ

j =1
∑
lσ

p =1
∑
lζ

q =1
higjhp ĝq·

[ x~ T(Aij + BijKpq) TPoc x
~ - eTKT

pqBT
ijPoc x

~ +
ηTΦT

ijPoc x
~ + x~ TPoc(Aij + BijKpq) x

~ -
x~ TPocBijKpqe + x~ TPocΦijη] (61)

对于∀i = 1,…,lσ,j,k = 1,…,lζ,可以得到以下

不等式:

V
·

oc( x
~) < - ∑

lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lσ

p = 1
∑
lζ

q = 1
hig jhp ĝq(eTKT

pqBT
ijPx

~ +

x~ TPBijKpqe) - ‖x‖2 + γ2
oc‖η‖2 (62)

式中 γoc为正常数。 结合定理 1 中使用的 Lyapunov
函数 Vo,存在实正常数 γo1和 γo2,使得 γo1‖e‖2≤

Vo(e)≤γo2‖e‖2。 根据定理 1 中的不等式V
·

o(e) +
eTe - γ2

odTd < 0,可得

V
·

o(e) < -‖e‖2 +γ2
o‖d‖2 < (1 / γo2)Vo(e) +γ2

o‖d‖2

(63)

式中 γo 为正常数。 进一步推导V
·

oc( x
~)的表达式为

V
·
oc(x

~) ≤2∑
lσ

i =1
∑
lζ

j =1
∑
lσ

p =1
∑
lζ

q =1
‖higjhpĝqPBijKpq‖‖x‖‖e‖-

‖x‖2 + γ2
oc‖η‖2 ≤

2 ∑
lσ

i =1
∑
lζ

j =1
∑
lσ

p =1
∑
lζ

q =1
‖higjhpĝqPBijKpq‖( )

2‖e‖2 -

1
2 ‖x‖2 + γ2

oc‖η‖2 ≤

- 1
2γoc2

Voc( x
~) + 2 α-

γo1
Vo(e) + γ2

oc‖η‖2

(64)
其中

α- = max ∑
lσ

i = 1
∑
lζ

j = 1
∑
lσ

p = 1
∑
lζ

q = 1
‖hig jhp ĝqPBijKpq‖( )

由不等式(63)、(64) 可知,Vo ( e) 是有界的,
并且:

V
·
≤ΛV( x-) + C (65)

其中:
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V =
Voc( x

~)
Vo(e)
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ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,x
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~)
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é

ë
ê
ê

ù

û
ú
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Λ =
- 1
2γoc2

2 α-

γo1

0 1
γo2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

< 0,C =
γ2

oc‖η‖2

γ2
o‖d‖2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

根据[0,Th. 4. 19],式(65)确保了式(50) ~ (51)的
输入状态稳定性。 结合比较原理[0,Lemma 3. 4],
可证明式(50) ~ (51)是输入状态稳定的。

4　 仿真试验

本文通过仿真验证所提观测器与控制器对

3-RSR并联机构的控制效果。
驱动连杆、从动连杆,以及动平面{P}的质量分

别定义为 ma、mb 和 mc。 仿真中使用的 3-RSR 并联

机构参数如下:驱动连杆 B iMi 和从动连杆 P iMi 的

质量均为 ma =mb = 1 kg;动平面{P}的质量为 mc =
2 kg;△P1P2P3 的外接圆半径为 r = 0. 1 m;连杆

B iMi 和 P iMi 的长度为 l = 0. 095 m。
由于机械结构的限制,状态变量的范围易于确

定,具体见表 1。
根据表 1,可得式(25) 中每个子系统的矩阵

Aij,Bij。 矩阵 Aij,Bij 和 E ij 的具体形式展示在附

件中。

表 1　 状态变量的作用域

Tab. 1　 Operation domain of state variables

变量 xp / m yp / m zp / m α / (°) β / (°) x·p / (m·s -1) y·p / (m·s -1) z·p / (m·s -1) α· / ((°)·s -1) β· / ((°)·s -1)

范围 [ -0. 04,0. 04] [ -0. 04,0. 04] [0. 07,0. 19] [ -30,30] [ -30,30] [ -0. 03,0. 03] [ -0. 03,0. 03] [ -0. 03,0. 03] [ -20,20] [ -20,20]

　 　 在观测器的设计过程中,H∞ 性能指标 γ 的大小

通常用于衡量观测器的性能,γ 越小,观测器的性能

越好。 实验中,将本文所设计的 TNL 型函数观测器

与全阶观测器[0,Th. 1]、TNL 型观测器[0,Th. 1],
以及传统函数观测器[0,Th. 2]进行对比,结果见表 2。

表 2　 H∞指数 γ的比较

Tab. 2　 Comparison of the H∞ index γ

观测

器

全阶观

测器

TNL 型

观测器

传统函数

观测器

TNL 型函数

观测器

γ 2. 207 6 ×10 -4 4. 543 9 ×10 -5 1. 342 8 ×10 -10 2. 574 3 ×10 -13

　 　 从表 2 可以看出,本文设计的 TNL 型函数观测

器的 H∞ 性能指标 γ 在 4 种观测器中最小,因此该观

测器的性能最优。
在 Δt = 10 ~ 12 s 内施加外部干扰 d = - 1。 可

测量的前件变量为 σ = 􀆠3,不可测量的前件变量为

ζ1 = 􀆠1,ζ2 = 􀆠2。 相应的隶属度函数如下:

　 　
h1(σ) = hσ

h2(σ) = 1 - hσ
{ (66)

　 　

g1(ζ1,ζ2) = gζ1gζ2

g2(ζ1,ζ2) = gζ1(1 - gζ2)

g3(ζ1,ζ2) = (1 - gζ1)gζ2

g4(ζ1,ζ2) = (1 - gζ1)(1 - gζ2)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(67)

其中: hσ =
σ1max - σ1

σ1max - σ1min

gζ1 =
ζ1max - ζ1

ζ1max - ζ1min

gζ2 =
ζ2max - ζ2

ζ2max - ζ2min

分别定义初始状态量和期望状态量:x = [0,0,
80,0,0,0,0,0,0,0,0],xd = [ - 13. 759 7,13. 865 4,
154. 578 5, - 10, - 10,0,0,0,0,0,0]。 定理 1 和定

理 2 中预定义的常量分别为 κ1 = 20 和 κ2 = 30。 计

算得到定理 1 和定理 2 中的决策变量分别为 γ1 =
2. 574 3 × 10 - 13,γ2 = 3. 447 2,仿真结果见图 2 ~ 6。
如图 7 所示为电机转角 θ 和电机驱动力矩 τ 的变

化。 电机转角在 5 s 内收敛,即使在有干扰的情况

下也能实现快速响应。 电机的驱动力矩在 5 s 内逐

渐增大,当动平面{P}到达期望位置 xd 时,驱动力

矩迅速趋近于 0。 当受到干扰时,驱动力矩仅有微

小波动。

图 2　 状态变量 xP 及其导数 x·P

Fig. 2　 State variable xP and its derivative x·P
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图 3　 状态变量 yP 及其导数y·P

Fig. 3　 State variable yP and its derivative y·P

图 4　 状态变量 zP 及其导数z·P

Fig. 4　 State variable zP and its derivative z·P

图 5　 状态变量 α及其导数α·

Fig. 5　 State variable α and its derivative α·

图 6　 状态变量 β 及其导数β·

Fig. 6　 State variable β and its derivative β·

图 7　 电机转角 θ及驱动力矩 τ
Fig. 7　 Motor angle θ and driving torque τ

平台的初始位置和最终位置见图 8。 在初始状

态下,驱动角为 θi = 24. 901 1°,i = 1,2,3,在仿真结

束时,驱动角为 θ1 = 73. 535 4°,θ2 = 38. 477 9°,θ3 =
62. 974 1°。
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图 8　 平台的始末位置

Fig. 8　 Starting and ending positions of the platform

5　 结　 论

1)通过结合秩约束方法,显著降低了参数计算
的复杂度,同时提升了设计自由度。

2)设计了新型 TNL 函数观测器,提出了一种针
对 UPVs 的鲁棒性处理框架,通过放宽传统方法的
保守性约束条件,显著提升系统状态估计精度。

3)首次提出将 TNL 函数观测器应用于 3-RSR
并联机构的控制中,实现工程应用层面的创新。

4)仿真试验验证表明,所提出的控制策略在 3-
RSR 并联机构中展现出优良的控制性能。
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