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扩展子条带的 piggybacking 编码构造
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摘　 要: 为解决现有 piggybacking 编码存在的修复度大、校验节点修复带宽高以及无法实现多节点快速修复等问题,提出一种

扩展子条带的 piggybacking 编码( substripe-added piggybacking,SAP)构造方案。 SAP 构造在最大距离可分(maximum distance
separable,MDS)码的基础上扩展子条带,将信息节点数据块分区均匀嵌入,校验节点数据块循环移位放置。 通过理论推导,确
定 SAP 信息节点和校验节点平均修复带宽率、平均修复度率。 最后,将 SAP 与 RSR-I、RSR-II 和 OOP 就存储开销、修复带宽开

销和修复度 3 个方面进行对比。 结果表明:与 RSR-I、RSR-II 和 OOP 相比,扩展子条带的 piggybacking 编码不仅实现了修复度

最优,而且在保证信息节点修复带宽开销较低的同时,明显降低了校验节点的修复带宽开销,且能快速修复多校验节点故障,
明显改善了多校验节点故障修复带宽过高的不足。 本文提出的 SAP 编码显著提升了 piggybacking 编码的数据恢复效率,尤其

针对多校验节点故障,给出了一种快速修复算法,为 piggybacking 编码的优化提供了有效方案。
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Construction of substripe-added piggybacking codes
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Abstract: To address the issues of large repair degree, high repair bandwidth of parity nodes, and the inability to
achieve fast repair of multiple nodes in existing piggybacking codes, a construction scheme of substripe-added
piggybacking (SAP) codes is proposed in this paper. Based on maximum distance separable (MDS) codes, the
proposed SAP codes extend the substripe, embed the data blocks of the information nodes by region regularly, and
place the data blocks of the parity nodes using cyclic shifts. Through theoretical derivations, the average repair
bandwidth rates and average repair degree rates of information nodes and parity nodes in SAP are determined.
Finally, SAP is compared with RSR-I, RSR-II, and OOP in terms of three aspects: storage overhead, repair
bandwidth overhead, and repair degree. The results show that, compared with RSR-I, RSR-II, and OOP, the SAP
coding scheme not only achieves optimal repair degree but also significantly reduces parity node repair bandwidth
while maintaining low information node repair bandwidth. Additionally, it enables rapid repair of multiple parity
node failures, effectively addressing the issue of excessively high repair bandwidth in multiple parity node failures.
The SAP coding proposed in this paper significantly improves the data recovery efficiency of piggybacking codes. In
particular, a fast repair algorithm is provided to address multiple parity node failures, offering an effective approach
for optimizing the piggybacking codes.
Keywords: distributed storage; maximum distance separable (MDS) codes; piggybacking codes; repair degree;
repair bandwidth
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　 　 当今数字化时代,分布式存储系统(distributed
storage systems,DSSs)因其成本低、效率高、安全性

好、扩展性强等优势已成为海量数据存储的首选方

案[1 - 3]。 对于 DSSs 这种超大规模存储集群,存储节

点发生故障已经成为一种常态,因此需要存储冗余

数据以保证系统存储的可靠性。 传统的冗余机制包

括三副本复制和纠删码[4 - 6]。 三副本复制虽易于实

现,但存储开销过大;纠删码在保证相同可靠性的情

况下,能大大提高存储效率,但其在修复故障节点时

需下载原始文件大小的数据,修复带宽开销过高。



针对三副本复制和纠删码的上述局限性,
Rashmi 等[7]于 2013 年首次提出 piggybacking 编码。
在最大距离可分(maximum distance separable,MDS)
码基础上,piggybacking 编码通过线性组合部分子条

带的数据块并将其嵌入至其他子条带,在保留 MDS
性质、高码率等优势的同时,克服了副本复制存储开

销大及纠删码修复带宽开销过高的缺陷。 目前,
piggybacking 编码已被应用于 Hadoop 分布式文件

系统。
Rashmi 等[7 - 8] 提出了 3 种具体的 piggybacking

编码方案,即 RSR-I、RSR-II 和 RSR-III。 其中,RSR-
II 可将信息节点的修复带宽开销减少至 MDS 码的

50% ,但其编解码复杂度高。 Yuan 等[9]提出了保护

(MDS only protected,MoP)子条带和捎带(piggybacking
protected,PP)子条带组成的 piggybacking 编码,通过调

节 MoP 子条带的比例,降低信息节点的修复带宽,
但两者均未改善校验节点修复带宽高的问题。 Li
等[10]、周悦等[11] 提出了一个子条带对应一个校验

节点的 piggybacking 编码( one-to-one piggybacking,
OOP)构造,该构造可进一步降低信息节点的修复带

宽开销,而且还能对校验节点进行快速修复,但其修

复度大且子条带数目较多。 张璐[12]、Sun 等[13 - 14]

提出了双层 piggybacking 编码思想,当信息节点和

校验节点的数目趋向无穷时,故障节点的平均修复

带宽率趋于 0,但其构造的 piggybacking 编码修复度

大且牺牲了一部分容错能力。 Jiang 等[15] 通过在

OOP 构造中引入 PP 子条带和 MoP 子条带,提出了

一种新的 piggybacking 编码,改善了校验节点修复

带宽开销高和 OOP 子条带多的问题。 Shi 等[16] 将

OOP 码中没有充分利用的校验节点重新进行

piggyback 函数捎带,进一步降低了修复带宽。 但上

述 piggybacking 编码对于多节点同时故障的情况没

有相应的快速修复算法。
针对上述 piggybacking 编码存在的不足,本文

提出 了 一 种 扩 展 子 条 带 的 piggybacking 编 码

(substripe-added piggybacking,SAP)构造方案。 SAP
在 MDS 码的基础上扩展子条带,将信息节点数据块

分区均匀嵌入,校验节点数据块循环移位放置,旨在

减少故障节点的修复带宽开销和修复度,探索一种

具有较高修复效率的 piggybacking 编码,进而推动

piggybacking 编码在实际 DSSs 的应用。

1　 piggybacking 框架

基于基础码,piggybacking 框架将部分子条带的

数据块线性组合添加至其他子条带中,从而减少修

复带 宽 开 销。 以 系 统 MDS 码 作 为 基 础 码 的

piggybacking 框架如图 1 所示。 其中,k 为信息节点

的数量,r 为校验节点数量, f 为子条带数。 对基础

码中的信息数据块 au,v (1≤u≤ k,1≤ v≤ f) 进行

MDS 码编码,生成校验数据块 fm(av)(1≤m≤r,1≤
v≤f),av = (a1,v,a2,v,…,ak,v) T 表示第 v 个子条带

中的 k 个信息数据块。 子条带中的数据块线性组合

形成 piggyback 函数 gm,j(a1,a2,…,a j - 1)(1≤m≤r,
2≤j≤f),嵌入至其他子条带的校验数据块中组成

piggybacking 块 fm(av) + gm,j(a1,a2,…,a j - 1)。 需要

注意的是,同一节点的不同数据块不能嵌入至同一

个 piggyback 函数中,且校验节点的数据块不能嵌入

至同一校验节点的 piggyback 函数中。

图 1　 Piggybacking 框架

Fig. 1　 Piggybacking framework

对于故障节点的修复:如果故障节点上的失效

数据块没有作为 piggyback 函数嵌入至其他数据块,
则可以利用 MDS 码译码恢复;如果失效数据块作为

piggyback 函数嵌入至其他数据块,则只需下载嵌入

的 piggyback 函数中其他没有丢失的数据块和对应

piggybacking 块即可进行修复。 piggybacking 编码的

主要目的是通过减少 MDS 码译码的方式增加

piggybacking 块译码,从而减小故障节点的修复带宽

开销。 平均修复带宽率和平均修复度率可表示为:
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式中:γsys、γpar和 γall分别为信息节点、校验节点和节

点总的平均修复带宽率;ηsys、ηpar和 ηall分别为信息

节点、校验节点和节点总的平均修复度率;γi (1≤
i≤n,n = k + r)为修复带宽,即节点 i 故障时,修复节

点 i 需读取和下载的数据块数量;ηi (1≤ i≤n,n =
k + r)为修复度,即节点 i 故障时,修复节点 i 需连接

的节点数量。

2　 扩展子条带的 piggybacking 编码构造

本节先介绍 SAP 框架结构和具体构造,然后阐

述 f = 6 时 SAP 的构造实例。 文中所有 SAP 构造的

基础码均采用(n,k,f)MDS 码,且满足 k≥r⌊ f / 2」。
2. 1　 SAP 框架结构

图 2 为 k = r⌊ f / 2」时 SAP 框架结构,分为 6 个区

域,即 A ~ F。 令 τ = 「 f / 2 ⌉, τ1 = ⌊ f / 2」。 子条带

si(1≤i≤f + 1)为第 i 个子条带,sf + 1为扩展子条带,
主要由区域 C、F 组成。 将区域 E 中的校验数据块

从上至下、从左至右复制,置于扩展子条带的前 k
行,形成区域 C,确保区域 E 中的校验节点发生故障

时能进行快速修复。 区域 A 中的信息数据块线性

组合形成 piggyback 函数 gm,j(a1,a2,…,aτ),嵌入至

区域 E 中形成 piggybacking 块 fm ( av ) + gm,j ( a1,
a2,…,aτ),嵌入至扩展子条带的后 r 行形成区域 F,
保证区域 A 中丢失数据块的快速修复,减少相应数

据块的修复带宽开销。 将第 τ - 1 个子条带的校验

数据块循环移位置于第 τ 个子条带,第 τ - 3 个子条

带的校验数据块循环移位置于第 τ - 2 个子条带,以
此类推,完成前 τ 个子条带的嵌入,形成区域 D。 区

域 B 则不进行任何操作,以保证该区域发生节点故

障时,丢失数据块采用 MDS 码译码恢复。

图 2　 SAP 框架结构

Fig. 2　 SAP framework structure

2. 2　 SAP 具体构造

为了便于理解和表达,将 k≥r⌊ f / 2」时 SAP 的

具体构造同样拆分为 6 个区域 A ~ F。
区域 A、B 包含所有原始信息数据块,而且没有

进行任何嵌入操作。
区域 C 进行嵌入操作,具体过程如下:
将子条带 si(τ + 1≤i≤ f)的校验数据块复制,

然后置于扩展子条带 sf + 1的前 k 行中(k≥rτ1),形成

区域 C。 当 k = rτ1 时,校验数据正好全部嵌入;当

k > rτ1 时,扩展子条带 sf + 1的前 k 行存在空位,以 0
填充。 依据嵌入过程,区域 C 中包含的 k 个数据块

从上至下依次为( f1(aτ + 1),…,fr(aτ + 1),…,f1(af),
…,fr(af),0,…,0) T。

区域 D 的具体构造过程如下:
1)将子条带 sτ - 1的第 i(2≤i≤r)个校验数据块

嵌入至子条带 sτ 的第 i - 1 个校验数据块,子条带

sτ - 1第 1 个校验数据块嵌入至子条带 sτ 的第 r 个校

验数据块。 同样的方法,完成子条带 sτ - 3对子条带
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sτ - 2的嵌入。
2)如果 τ 为偶数,前 τ 个子条带按照 1)中的方

式完成嵌入;如果 τ 为奇数,第 1 个子条带不进行操

作,剩余 τ - 1 个子条带按照 1)中的方式完成嵌入。
区域 D 的通式表达式为

D =

f1(a1) … f1(aτ - 3) f1(aτ - 2) + f2(aτ - 3) f1(aτ - 1) f1(aτ) + f2(aτ - 1)
f2(a1) … f2(aτ - 3) f2(aτ - 2) + f3(aτ - 3) f2(aτ - 1) f2(aτ) + f3(aτ - 1)

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
fr(a1) … fr(aτ - 3) fr(aτ - 2) + f1(aτ - 3) fr(aτ - 1) fr(aτ) + f1(aτ - 1)
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　 　 将区域 A 中的信息数据块均匀地嵌入至区域

E、F。 嵌入过程需满足同一节点的信息数据块不能

嵌入至同一 piggyback 函数中的嵌入规则。 嵌入完

成后的区域 E、F 称为信息嵌入区域。 具体嵌入过

程如下:
1)令 βτ( i - 1) + j = ai,j(1≤i≤k,1≤j≤τ),将{β1,

…,βkτ}按照从左至右、从上至下的顺序嵌入至子条

带 si(τ + 1≤i≤f + 1)的后 r 行组成的区域中。 如果

该区域嵌入已满,余下的数据从第 1 个位置重新嵌

入,直至区域 A 中的信息数据块全部嵌入,每个位

置的所有嵌入数据块之和为一个 piggyback 函数

gm,j(a1,a2,…,aτ)。
2)令 tl1 = ⌊kτ / r(τ1 + 1)」,th1 = 「kτ / r(τ1 + 1)⌉,

t1 = kτ - rtl1(τ1 + 1)。 依据嵌入规则,当 th1≠tl1时,
可以确定信息嵌入区域 piggyback 函数中包含 th1个
数据块的 piggyback 函数有 t1 个。 所以,按照从左

至右、 从上至下的顺序, 第 t1 + 1 个位置开始

piggyback 函数 gm,j (a1,a2,…,aτ ) = ∑
tl1-1

i =0
βir(τ1+1) +tl1+1,

信息嵌入区域的通式表达式为

{E | F} =

f1(aτ+1) + g1,τ+1(a1,a2,…,aτ) f1(aτ+2) + g1,τ+2(a1,a2,…,aτ) … f1(af) + g1,f(a1,a2,…,aτ)
f2(aτ+1) + g2,τ+1(a1,a2,…,aτ) f2(aτ+2) + g2,τ+2(a1,a2,…,aτ) … f1(af) + g2,f(a1,a2,…,aτ)

︙ ︙ ︙ ︙
fr(aτ+1) + gr,τ+1(a1,a2,…,aτ) fr(aτ+2) + gr,τ+2(a1,a2,…,aτ) … f1(af) + gr,f(a1,a2,…,aτ)
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i =0
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　 　 定理　 本文构造的 SAP 满足(n,k)性质,即任

意n - k个节点故障,均能从剩余的 k 个节点恢复原

始数据。
证明　 依据具体构造过程,子条带 s1 没有进行

嵌入操作,保持 MDS 结构,所以子条带 s1 满足(n,
k)性质。 τ 为偶数时,子条带 s2 中捎带的数据块为

子条带 s1 中的校验数据块,而子条带 s1 的数据块均

能恢复,所以进行一次异或操作,子条带 s2 同样能

恢复与 s1 相同的结构,即子条带 s2 满足( n,k)性

质。 以此类推,其他子条带也均满足( n,k)性质。
而扩展子条带中的数据是校验数据的复制,在前面

子条带恢复中均可得到,即对 SAP 整体(n,k)性质

不影响。 综上所述,SAP 满足(n,k)性质。

2. 3　 构造实例

本节介绍(n,k,f) = (16,12,6) SAP 的构造过

程,其中子条带 s7 为扩展子条带。 首先,将区域 A
中的信息数据块 au,v(1≤u≤12,1≤v≤3)按照从左

至右、从上至下的顺序复制,形成 piggyback 函数;其
次,采用同样的方式嵌入至区域 E 的校验数据块

fm(av)(1≤m≤4,4≤v≤6)和扩展子条带 s7 的后 r
行区域 F 中;最后,将区域 E 中的校验数据块fm(av)
(1≤m≤4,4≤v≤6)复制置于扩展子条带 s7 的前 k
行区域 C 中,将区域 D 中的校验数据块进行循环移

位嵌入,即将 fm(a2)(1≤m≤4)等数据块错位嵌入

至 fm(a3)(1≤m≤4)等数据块中。 (n,k,f) = (16,
12,6)SAP 的编码过程完成,编码结果如图 3 所示,
区域 E、F 中 piggyback 函数具体展示见式(6)。
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图 3　 (n,k,f) = (16,12,6)SAP 编码

Fig. 3　 (n,k,f) = (16,12,6)SAP coding

{E | F} =
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=

f1(a4) + a1,1 + a6,2 + a11,3 f1(a5) + a1,2 + a6,3 + a12,1 f1(a6) + a1,3 + a7,1 + a12,2

f2(a4) + a2,2 + a7,3 f2(a5) + a2,3 + a8,1 f2(a6) + a3,1 + a8,2

f3(a4) + a3,3 + a9,1 f3(a5) + a4,1 + a9,2 f3(a6) + a4,2 + a9,3

f4(a4) + a5,1 + a10,2 f4(a5) + a5,2 + a10,3 f4(a6) + a5,3 + a11,1
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(6)
　 　 由图 3 和式(6)可以看出,区域 A 中丢失的信

息数据块利用区域 E 和 F 中的 piggybacking 块进行

修复,区域 B 中丢失的信息数据块则利用 MDS 码译

码修复,区域 C 中丢失的校验数据块在进行区域 B
中丢失信息数据块修复的同时重新编码修复。 假设

节点 1 发生故障, a1,4 通过下载 a2,4,…, a12,4 和

f2(a4)利用 MDS 码译码修复。 a1,5、a1,6 与 a1,4 的修

复方式相同。 a1,1、a1,2 和 a1,3 分别被嵌入至子条带

s4、s5 和 s6 的第 1 个校验数据块上,下载相应的

piggybacking 块和其中未丢失的数据块进行恢复。
扩展子条带丢失的 f1(a4)利用已经恢复的 a1,4和恢

复 a1,4时下载的 a2,4,…,a12,4重新编码修复。 节点 1
修复完成,共计下载 45 个数据块,连接 12 个节点。

区域 D 校验节点中丢失的嵌入数据块可利用

piggybacking 块修复,没有嵌入的丢失校验数据块则

进行 MDS 码重新编码修复。 区域 E 和 F 中的丢失

数据块直接在区域 A 和 C 中下载,即可完成修复。
假设节点 13 发生故障,利用 MDS 码编码得到数据

·05· 　 　 　 　 　 　 　 　 　 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 57 卷　



块 f1(a1)、f1(a3)和 f4 (a3)。 然后,在节点 14 下载

数据块 f2(a2)并与数据块 f1(a3)进行异或操作,以
恢复丢失数据块 f1 (a3) + f2 (a2)。 同理,通过在节

点 16 下载数据块 f4(a3) + f1(a2)并与数据块f4(a3)
进行异或操作,以恢复 f1 (a2)。 其他丢失数据块在

区域 A 和 C 中下载原始数据块进行异或操作以恢

复。 完成节点 13 的修复,共计下载 33 个数据块,连
接 14 个节点。 其他单节点故障的修复与上述描述

相似。 最后,依据式(1) ~ (3) 得出 γsys = 0. 597、
γpar = 0. 444、γall = 0. 559、ηsys = 1. 042、ηpar = 1. 167、
ηall = 1. 073。

若图 3 中有多个节点同时发生故障,假设其中

多个故障节点中包含一个或多个信息节点时,均需

利用 MDS 码译码恢复故障节点信息,没有其他快速

修复算法,共计需下载 72 个数据块。 当多个故障节

点均为校验节点时,可利用快速修复方法,只需要下

载子条带 si(1≤i≤3)中所有信息数据块和在扩展

子条带 s7 中下载失效的校验数据块即可完成修复。
例如,当两个校验节点 13 和 14 同时发生故障,下载

42 个数据块即可完成修复。

3　 修复分析

3. 1　 信息节点平均修复带宽率和平均修复度率

对于单信息节点故障,丢失的数据块存在 3 种

不同情况,分别对应数据块位于区域 A、B 和 C。 由

上述 SAP 框架结构及构造实例中信息节点修复过

程分析可知:区域 A 中丢失数据块可利用信息嵌入

区域的 piggybacking 块进行修复,k 个信息节点共计

需下载 t1 t2h1 + ( r(τ1 + 1) - t1 ) t2l1 个数据块;区域 B
中丢失的数据块可利用 MDS 码译码修复,需下载

kτ1 个数据块;区域 C 中丢失的数据块,在区域 B 进

行 MDS 码译码的同时可进行重新编码修复。 所以,
信息节点平均修复带宽率为

γsys =
k2τ1 + t1 t2h1 + ( r(τ1 + 1) - t1) t2l1

k2 f
(7)

推论 1　 对于单节点故障,当 τ = τ1 时,信息节

点最小平均修复带宽率 min γsys
τ = τ1 = 1 / 2 + 1 / (4r);当

τ≠τ1时,信息节点最小平均修复带宽率 min γsys
τ≠τ1 =

( r + 2) / (3r)。
证明 　 信 息 节 点 平 均 修 复 带 宽 率 γsys =

k2τ1 + t1 t2h1 + ( r(τ1 + 1) - t1) t2l1
k2 f

,当 τ = τ1,即 f = 2τ1

时,

γsys
τ = τ1 =

k2τ1 + t1 t2h1 + ( r(τ1 + 1) - t1) t2l1
k2 × 2τ1

≥

k2τ1 + (kτ1) 2 / ( r(τ1 + 1))
k2 × 2τ1

= 1 / 2 + τ1 / (2r(τ1 + 1))

(8)
对 1 / 2 + τ1 / (2r( τ1 + 1)) 中 τ1 求偏导可知,

1 / 2 + τ1 / (2r(τ1 + 1))随 τ1 的减小而减小,所以当

τ1 = 1 时,min γsys
τ = τ1 = 1 / 2 + 1 / (4r)。

同理,当 τ≠τ1 时,min γsys
τ≠τ1 = ( r + 2) / (3r)。

修复故障节点区域 B、C 中丢失的数据块共计

需连接 k - 1 个节点。 对于修复区域 A 中丢失的数

据块,如果区域 A 中同一行丢失的数据块嵌入至信

息嵌入区域的同一行时,需要额外连接 1 个节点;如
果不在同一行时,则需要额外连接 2 个节点。 所以

当 τ≠τ1 即 τ = τ1 + 1 时,ηsys
τ≠τ1 = 1;当 τ = τ1 时,令

tl3 = ⌊ k
τ1 + 1」,t3 = k - tl3(τ1 + 1)。 当 t3 = 0 时,修复

区域 A 中 k 个信息节点共需额外连接 2τ1 tl3个节点;
当 t3≠0 时,修复区域 A 中 k 个信息节点共需额外

连接 2τ1 tl3 + 2t3 - 1 个节点。 所以,信息节点平均修

复度率为

ηsys =

k(k - 1) + 2τ1 tl3
k2 , τ = τ1 且 t3 = 0

k(k - 1) + 2τ1 tl3 + 2t3 - 1
k2 , τ = τ1 且 t3≠0

1, τ≠τ1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(9)
3. 2　 校验节点平均修复带宽率和平均修复度率

对于单校验节点故障,丢失的数据块也存在

3 种不同情况,分别对应数据块位于区域 D、E 和 F。
区域 E 中丢失的校验数据块,直接在区域 C 中下载

即可修复,r 个校验节点共计需下载 rτ1 个数据块;
当 τ 为奇数,下载奇数子条带的所有信息数据块和

嵌入的校验数据块即可修复区域 D 中丢失的数据

块,r 个校验节点共计需下载 r(k(τ + 1) / 2 + τ - 1)
个数据块。 下载区域 A 中尚未下载的信息数据块

即可修复区域 E 和 F 中丢失的数据块,r 个校验节

点共计需下载 k(τ - 1) / 2 个数据块;当 τ 为偶数,修
复方式类似。 所以,校验节点平均修复带宽率为

γpar =

r(k τ +1
2( ) + τ -1 + τ1) + k(τ -1)

2
rkf , τ 为奇数

r k τ
2 + τ + τ1( ) + kτ

2
rkf , τ 为偶数

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(10)
推论 2　 单节点故障时,校验节点最小平均修

复带宽率 min γpar = 1 / 4 + 1 / (4r)。
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证明　 τ 为奇数时,校验节点平均修复带宽率

γpar =
r k τ + 1

2( ) + τ - 1 + τ1( ) + k(τ - 1)
2

rkf 。 当 τ = τ1

即 f = 2τ1 时,有
∂(γpar)
∂τ1

= kkr(1 - r)
( rk × 2τ1) 2 < 0 (11)

所以,γpar随着 τ1 的增大而减小。 SAP 构造是

以 k≥rτ1 为前提的,所以,当 τ1 趋向无穷时,k 也应

趋向无穷,有 min γpar = lim
τ1→∞,k→∞

γpar = 1 / 4 + 1 / (4r)。

其他情况证明类似,不再阐述。
同时,由上述校验节点故障修复过程可推出校

验节点平均修复度率 ηpar = (k + 2) / k。
假设 t(2≤t≤r)个校验节点同时故障,子条带

si(1≤i≤τ)中丢失的校验数据块需利用 MDS 码重

新编码修复,共需下载 kτ 个数据块。 而子条带

si(τ + 1≤ i≤ f)丢失的校验数据块,在扩展子条带

sf + 1中直接下载即可,共计需下载 tτ1 个校验数据

块。 其他嵌入数据块,在进行前两步修复的同时已

经进行下载。 所以,t 个校验节点同时故障时,校验

节点的平均修复带宽率 γpar
t = (kτ + tτ1) / (kf)。

4　 性能分析

为了 探 究 SAP 的 性 能, 将 SAP 与 现 有

piggybacking 编码 RSR-I、RSR-II 和 OOP 分别从存储

开销、修复带宽开销和修复度率 3 个维度进行对比。
4. 1　 存储开销

在 piggybacking 编码 RSR-I、RSR-II 和 OOP 中,
系统会将大小为 M 的原始文件分割成 k 份,每份长

度为 f,此时节点存储开销 α1 = M / k。 本文构造的

SAP 扩展了 1 个子条带,所以每份长度为 f + 1,则节

点存 储 开 销 α2 = ( f + 1 ) M / ( kf )。 因 此, 与

piggybacking 编码 RSR-I、RSR-II 和 OOP 相比,本文

构造的 SAP 节点存储开销增加率为 1 / f。 图 4 为节

点存储开销增加率随子条带数 f 的变化曲线。 由

图 4可知,节点存储开销增加率随 f 的变化呈指数递

减,当 f 趋向无穷大时,节点存储开销的增加可以忽

略不计。
4. 2　 修复带宽开销

从信息节点平均修复带宽率 γsys、校验节点平

均修复带宽率 γpar、节点总的平均修复带宽率 γall以

及多校验节点故障修复带宽率 γpar
t 方面,将本文构

造的 SAP 与 RSR-I、RSR-II 和 OOP 进行比较。
图 5 为修复带宽率对比曲线。 其中,RSR-I、OOP

的子条带数 f = 6,RSR-II 的子条带数 f = 2(2r - 3)。
由于本文构造的 SAP 分 f 为奇数和偶数两种情况,

同时,为了保证对比的准确性,SAP 子条带数的选择

与对比编码相近,分别取 f = 6 和 f = 7。 由图 5(a)
可 以 看 出, SAP 的 γsys 曲 线 整 体 位 于 其 他

piggybacking 编码的下方。 当 f = 7 时,无论编码参

数取何值,γsys均小于对比的 piggybacking 编码。 但

当 f = 6 时,在 n = 20、k = 15 等参数下,会出现 SAP
的 γsys大于 OOP 或 RSR-II 的情况,主要原因是当

r = 5时, r - 1 为整数,达到 OOP 信息节点平均修

复带宽率的最优条件。 并且,随着 r 的增大,RSR-II
子条带数增大,使其对校验节点的嵌入更加高效,从
而导致上述情况出现。 由图 5( b)可以明显看出,
SAP 的 γpar优于其他 piggybacking 编码,说明 SAP 达

到了减少校验节点修复带宽开销的目的。 由

图 5(c)看出, γall也优于其他 piggybacking 编码,说
明 SAP 具有较低的修复带宽开销。

图 4　 存储开销增加率随 f 的变化曲线

Fig. 4　 Curve of storage overhead increase rate with f

图 6 为最小平均修复带宽率随校验节点数 r 的
变化曲线。 可以看出,piggybacking 编码的最小平均

修复带宽率均随 r 的增大而减小。 这是因为校验节

点 r 越大,piggyback 函数中包含的数据块越少,修复

故障节点时下载的数据块就越少。 由图 6(a)可以

发现:在 r 的取值范围内,当 τ≠ τ1 时, SAP 的

min γsys曲线一直处于其他 piggybacking 编码曲线的

下方;但当 τ = τ1 时,从 r =5 开始,SAP 的 min γsys大于

OOP 码。 这是因为从 r =5 开始, r -1 / (r -1)≤1 / 2,
即 OOP 的 MDS 码译码的子条带数少于总子条带数

的一半,当 τ = τ1 时,SAP 需要进行的 MDS 码译码

的子条带数正好等于总子条带数的一半,即从 r = 5
开始出现 SAP 的 min γsys大于 OOP 的情况。 图 6(b)
中,SAP 的 min γpar一直低于其他 piggybacking 编码

的 min γpar。
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图 5　 修复带宽率对比曲线

Fig. 5　 Comparison curve of repair bandwidth rate

图 6　 最小平均修复带宽率对比曲线

Fig. 6　 Comparison curve of minimum average repair bandwidth rate

　 　 t(2≤t≤r)表示 SAP 中校验节点同时发生故障

的个数。 piggybacking 编码 RSR-I、RSR-II 和 OOP 均

通过下载所有信息数据块重新编码进行恢复,修复

带宽率为 1[10],SAP 只需下载子条带 si(1≤i≤τ)的
所有信息数据块进行重新编码修复,其他丢失校验

数据块可在扩展子条带 sf + 1中直接下载即可完成快

速修复。 图 7 为不同 piggybacking 编码在 f = 7 时,
多校验节点故障的修复带宽率对比曲线。 可以看

出:SAP 中多校验节点故障的修复带宽率随着故障

节点数目 t 的增大而增大,随着信息节点数目 k 的
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增大而减小;相比于其他的piggybacking编码,SAP
在多校验节点故障时显著地降低了修复带宽率,以
t = 2时降低的修复带宽开销最大。

图 7　 多校验节点故障修复带宽率对比曲线

Fig. 7　 Comparison curve of repair bandwidth rates for multiple
parity node failures

4. 3　 修复度率

表 1 为 RSR-II、OOP 和 SAP 关于子条带数、平
　

均修复度率及最小平均修复带宽率的对比。 由表 1
可以发现,RSR-II 和 OOP 的子条带数受校验节点数

r 的影响,而 SAP 的子条带数可自由选取,所以 SAP
的子条带数选取更加灵活,且少于 RSR-II 和 OOP
的子条带数量。 图 8 为 SAP 与 RSR-II 和 OOP 平均

修复度率对比曲线。 由表 1 中 ηsys公式和图 8(a)对
比可以发现,RSR-II 和 OOP 的 ηsys随 k 的增大呈递

减趋势,随 r 的增大呈递增趋势;而 SAP 的 ηsys不受

r 的影响且小于现有的 piggybacking 编码,所以,当 k
保持不变,随 r 的增大,SAP 的 ηsys将更加低于 RSR-II
和 OOP 的 ηsys。 由图 8(b)可以看出,在 r = 2 和r = 3
时,RSR-II 和 OOP 的 ηpar小于 SAP 的 ηpar。 原因是

当 RSR-II 和 OOP 的第 1 个校验节点故障时,只能

利用 MDS 编码恢复,需要下载全部的信息数据块。
此情况下连接的节点数较少,所以在校验节点 r 较
小时,出现了平均修复度率较低的情况。 但随 r 的
增大,修复度率也出现上升趋势。 例如,在 k 相同

时,从 r = 4 开始,SAP 的 ηpar低于 RSR-II 和 OOP。

表 1　 piggybacking 编码对比

Tab. 1　 Comparison of piggybacking coding

piggybacking 编码 f ηsys ηpar min γsys min γpar

RSR-II[8] (2r - 3)τ k + r - 1
k

k + ( r - 1)(k + r - 1)
rk

r - 1
2r - 3

1
r + r - 1
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图 8　 平均修复度率对比曲线

Fig. 8　 Comparison curve of average repair degree rate
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5　 结　 论

1)SAP 编码扩展了一个子条带,尽管增加了节

点存储开销,但节点存储开销增加率随子条带数的

增加呈指数递减趋势。 因此,存储开销的增加可以

忽略不计。
2)在信息节点平均修复带宽率方面,SAP 编码

整体低于 RSR-I、RSR-II 和 OOP。 同时,SAP 编码在

校验节点平均修复带宽率和节点总的平均修复带宽

率方面显著优于 RSR-I、RSR-II 和 OOP,显示出其在

整体修复带宽开销方面的优势。 SAP 编码显著降低

了多校验节点故障修复带宽率,特别是在校验节点

故障数 t = 2 的情况下,SAP 编码的修复带宽开销降

幅最大。
3)SAP 编码信息节点修复度率始终低于 RSR-

II 和 OOP。 然而,在校验节点数 r = 2 和 r = 3 时,
SAP 编码的校验节点修复度率高于 RSR-II 和 OOP。
但随着校验节点数的增加,这一趋势发生逆转,SAP
编码的校验节点修复度率也低于 RSR-II 和 OOP。

4) SAP 编码在修复带宽开销和修复度率方面

均优于 RSR-II 和 OOP,特别是在多校验节点故障情

况下表现尤为显著。 通过扩展子条带,SAP 编码克

服了 RSR-II 和 OOP 的不足,具有重要的理论意义

和应用价值。
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