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非达西渗流作用下饱和黏土压密注浆扩孔理论分析
马明杰１，２，杨新安１，２，周　 建１，２，李路恒１，２，田　 静１，２

（１． 道路与交通工程教育部重点实验室（同济大学），上海 ２０１８０４；２． 同济大学 交通运输工程学院，上海 ２０１８０４）

摘　 要： 为研究软土注浆过程中在渗流作用下小孔扩张引起的土体力学响应，基于广义 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则和非相关联流动准

则，考虑非线性渗流和应变软化等因素的综合影响，结合弹塑性边界条件推导饱和软黏土地层注浆扩孔问题的弹塑性解答。
通过算例对比分析了是否考虑地下水渗流作用时孔周土体渗流场、应力场、位移场的计算结果的差异，进一步讨论了非线性

渗流系数 ｍ 对其产生的影响。 结果表明：在高速非线性渗流模式下的塑性区半径和径向应力都比达西线性渗流状态下的值

要小，并且非线性程度越大，其值也越小；而径向位移受非线性渗流系数 ｍ 的影响较小，两种模式下基本相同。 可见地下水非

达西渗流作用对扩孔压力的影响不容小觑，在今后研究此类问题时也应充分考虑其不同渗流状态的影响，使得计算结果更加

接近实际情况。
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　 　 孔扩张理论早在 １９７２ 年应用到岩土工程中［１］，
用于解决隧道开挖、静力触探［１］、旁压试验［２］、沉桩

挤土、注浆扩孔等工程问题的应力分析。 国内外学

者从不同方面对其进行了研究，在屈服准则方面，文

献［１，３］基于 Ｍ－Ｃ 屈服准则，推导了圆孔扩张问题

近似解析解；文献［４］分别将土体看作 Ｔｒｅｓｃａ 材料

和 Ｍ－Ｃ 材料，给出了柱孔扩张过程中孔周土体应力

和位移场计算公式；文献［５－６］等基于广义 ＳＭＰ 破

坏准则分析柱孔扩张问题的弹塑性应力解；文献

［７］结合修正剑桥模型，将扩孔桩桩周土体分为流

动破坏区、塑性变形区和弹性变形区，推导出应力、
位移解析解；文献［８］采用了统一强度准则。 在影

响因素方面，大量成果多集中于剪胀［９］、应变软

化［１０］、结构性［１１］、排水固结［１２］、初始应力状态的各



项异性［１３］等因素的研究，但考虑地下水渗流对注浆

扩孔方面影响的研究则较少。
已有研究表明，作为岩土工程重要的环境因素，

地下水的存在对坝体、水工隧道、坡体稳定性等的影

响很大［１４－１６］，特别是富水岩土体中注浆或沉桩扩

孔，地下水渗流作用对孔周土体应力场和位移场的

影响不可忽视。 文献［１７］基于 ＳＭＰ 准则，研究了考

虑渗流作用下沉桩过程中桩端球孔扩张引起的土体

力学响应，分析了渗流体积力对扩孔压力、塑性区半

径的影响规律；文献［１８］将渗流作用以超孔隙水压

力的形式体现，给出了渗流影响球孔扩张问题的弹

塑性应力解答；文献［１９］仅考虑孔周有限范围内的

渗流体积力的作用，并对渗流体积力作了大量假设，
推导出同时考虑各向异性、渗流和剪胀影响的柱孔

扩张问题统一解。 以上皆是基于达西渗流定律开展

的研究，其渗流规律是在特定水力条件下的实验结

果，因此只在特定范围内适用，当描述岩土体处于高

速或低速渗流状态时，其有效性备受质疑，此时通常

选用非线性渗流定律更为合理。
此外，对于压密注浆机理的研究也大多基于小

孔扩张理论。 文献［２０－２１］考虑压滤效应对压密注

浆的影响，给出 了压密注浆球柱孔扩张应力和位移

解；文献［２２］建立盾构隧道壁后注浆压密模型，推
导了压密注浆浆体扩张率、土体塑性扩张率及注浆

对管片产生的压力，在研究中未充分考虑地下水渗

流对计算结果的影响。 鉴于此，本文对饱和软黏土

地层压密注浆柱孔扩张问题进行理论分析，考虑非

达西渗流和应变软化等影响因素，推导出孔周土体

弹塑性区的应力场和位移场解析式，并分析渗流和

应变软化特性对扩孔压力和塑性区半径的影响

规律。

１　 力学模型及基本理论

１．１　 力学模型及基本假设

考虑具有初始孔径为 Ｒ０ 的圆柱形孔，在内压力

Ｐａ 作用下不断扩张，当 Ｐａ 较小时，孔周围土体处于

弹性状态，当 Ｐａ 达到某一量值时，孔周土体进入塑

性区，产生塑性应变，形成软化区，随着扩孔压力 Ｐａ

的不断增加，孔周土体出现流动状态，从孔中心由内

向外依次形成流动区、软化区、弹性区 ３ 个区域，其
中流动区和软化区统称为塑性区。 Ｒ０ 为初始孔径，
Ｒａ 为扩孔半径，Ｒ ｆ、Ｒｐ 分别为流动区、软化区外半

径，Ｐ０ 为初始扩孔应力，Ｐａ 为扩孔压力，Ｐｙ 为临塑扩

张压力，ｕｆ、ｕｐ 分别为流动区与软化区、软化区与弹

性区交界面处的径向位移，σｒ、σθ 分别为孔周任意

一点径向应力和切向应力。 孔扩张理论计算模型如

图 １ 所示。
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图 １　 柱孔扩张理论计算模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｃａｖｉｔｙ

　 　 针对上述压密注浆柱孔扩张问题，作以下几点

假设：１）土体为均质、各向同性的理想弹塑性材料；
２）浆液、孔隙水和土颗粒都不可压缩；３）弹性区土

体服从线弹性和小变形假定，应力和变形符合广义

Ｈｏｏｋｅ 定律，在塑性区采用广义 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则描

述应力和变形；４）孔周土体处于饱和状态，且在整

个注浆过程中未发生劈裂注浆；５）忽略重力对渗流

和土体压缩的影响，不考虑土体渗透率的变化。
１．２　 土体特性模型

根据常规三轴试验的结果，岩土材料的应力－
应变关系曲线可用图 ２ 的三折线应变软化模型来描

述［１０］，其中， ε１、ε３ 为大、小主应变；εｖ 为体积应变；
ε１

ｐ、ε３
ｐ、εｖ

ｐ、ε１
ｆ、ε３

ｆ 和 εｖ
ｆ 分别为软化区和流动区在

局部坐标系中对应的塑性应变，以压或缩为正、拉或

胀为负。 图 ２ 中，参数 β、ｈ和 ｆ 的值可由三轴压缩试

验测得，根据受力特征，本文按平面应变问题求解，
σｒ、σθ 分别对应图中的 σ１、σ３， 其他参数和符号对

应关系类同［１０］。
　 　 根据广义 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则，结合上述简化的土

体应变软化模型，得到考虑应变软化特性的 Ｔｒｅｓｃａ
屈服准则为

σｒ － σθ ＝ σ０ ＝

２ｃ０ （初始屈服点）

２ｃ０ － λ·εｐ
ｒ （软化区）

２κ·ｃ０ （流动区）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）
式中： ｃ０ 为土体黏聚力； λ 为软化区应力应变曲线

斜率， λ ＝
２ｃ０· １ － κ( )

ε１
ｅ· β － １( )

，ε１
ｅ 为弹塑性交界处径向应

变； εｐ
ｒ 为软化区径向塑性应变； κ 为反映软化程度

·３３·第 ３ 期 马明杰， 等： 非达西渗流作用下饱和黏土压密注浆扩孔理论分析



的系数，当 κ ＝ １ 时，材料无软化特性。

σ1-σ3

ε1βε1ε1
ee

B

A

E

1

1

λ

O

（ａ）简化的三折线线性应变软化模型

ε1
p

ε1

ε1
f

βε1
e

εv
f

ε1
p

εv
p

O

F

H
1

1

εv

（ｂ）简化的 εｖ － ε１ 曲线

ε1
e ε1

ε1
f

βε1
e

ε3
f

ε3
p

ε1
p

O

f

h
1

1

ε3

（ｃ）简化的 ε３ － ε１ 曲线

图 ２　 简化的土体特性模型［１０］

Ｆｉｇ．２　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｓｏｉｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｍｏｄｅｌ［１０］

　 　 根据文献［２３］，对于具有应变软化和剪胀特性

的岩土类材料，由试验得出的塑性应变增量的方向

往往并不与屈服面正交，可采用非相关联流动法则，
其塑性应变增量的方向完全取决于应力全量，而与

应力增量无关。 结合文中图 ２ 中塑性区各应变增量

分量间的关系，确定在软化阶段和流动阶段的流动

法则分别为

ｄεｒ
ｐ

ｄεθ
ｐ
＝ － １

ｈ
（２）

ｄεｒ
ｆ

ｄεθ
ｆ
＝ － １

ｆ
（３）

式中： ｈ、ｆ 分别为软化区和流动区的剪胀系数，当考

虑土体剪胀特性时 ｈ ＝ ｆ ＞ １，否则 ｈ ＝ ｆ ＝ １［１０］。
１．３　 非线性渗流理论

水在土体中流动时，将会引起水头的损失。 而

这种水头损失是由于水在土体孔隙中流动时，力图

拖曳土粒而消耗能量的结果。 自然，水流在拖曳土

粒时将给予土粒以某种拖曳力，将渗透水流施于单

位土体内土粒上的拖曳力称为渗流力［２３］。 忽略土

体内水的自重的影响，本文采用 Ｉｚｂａｓｈ 非线性渗流

公式［２４］，其数学表达形式为

Ｊ ＝ １
ｋ
ｖｍ，ｍ ≠ １ （４）

式中： Ｊ为水力梯度；ｖ为渗流速度；ｋ为渗透系数，可
由试验测得；ｍ 为非线性渗流系数。

上式属于经验拟合公式， 幂指数 ｍ 为经验常

数，与流体流态有关，而流体流态可通过雷诺数 Ｒｅ
来确定［２５］。 一般地， ｍ 的取值小于 ２，当 ｍ ＝ １ 时，
该式为线性渗流达西定律，当ｍ ＝ ２时， 流体处于高

速纯紊流流速状态［２６］， 当ｍ ＝ ０ ～ １时，其适用于描

述非达西低速非线性渗流情况，当ｍ ＝ １～２ 时，其适

用于描述非达西高速非线性渗流情况［２７］。
根据渗流力学理论，平面二维渗流场径向渗流

连续方程为

∂ｖ
∂ｒ

＋ ｖ
ｒ

＝ ０ （５）

式中 ｒ 为平面上任意一点到圆心的距离。
求解式（５），可得径向渗流速度为

ｖ ＝
ｃ１
ｒ

（６）

式中 ｃ１ 为待定系数，由渗流边界条件确定。
联立式（４）和式（６），可得 Ｉｚｂａｓｈ 径向渗流水力

坡度计算公式为

Ｊ ＝ １
γｗ

∂Ｐ ｉ

∂ｒ
＝ １

ｋ
ｃ１
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

（７）

式中 γｗ 为地下水容重，取 １０ ｋＮ·ｍ－３。
对式（７）进行积分，边界条件分别取孔壁和无

限远 （即αＲａ，α一般取２０ ～ ５０即可） 处的渗透水压

力Ｐ ｉ ｒ ＝ Ｒａ
＝ Ｐｗ、Ｐ ｉ ｒ ＝ α·Ｒａ

＝ Ｐｗ０
， 求出在非线性渗流场

作用下的渗透水压力为

Ｐ ｉ ＝
Ｐｗ α·Ｒａ( ) １－ｍ － Ｐｗ０

Ｒａ
１－ｍ[ ] － ΔＰｗ·ｒ１－ｍ

α·Ｒａ( ) １－ｍ － Ｒａ
１－ｍ

＝

Ｐｗ０
＋ ΔＰｗ·

α１－ｍ － ｒ
Ｒａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ｍ

α１－ｍ － １
（８）

式中： Ｐｗ、Ｐｗ０ 分别为孔壁和无限远处渗透水压力；
ΔＰｗ 为渗透水压力差，ΔＰｗ ＝ Ｐｗ － Ｐｗ０

。

２　 非线性渗流作用下的柱孔扩张土体

应力场、位移场求解

２．１　 基本方程

柱孔扩张过程中，在考虑渗流体积力的作用下，
距离孔中心为 ｒ 的土体应力，满足平衡微分方程，即
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∂σｒ

∂ｒ
＋
σｒ － σθ

ｒ
－ ξ

∂Ｐ ｉ

∂ｒ
＝ ０ （９）

式中 ξ 为孔隙水压力系数。
几何方程和本构方程分别为

εｒ ＝ －
ｄｕｒ

ｄｒ

εθ ＝ －
ｕｒ

ｒ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

εｅ
ｒ ＝

１ － μ２

Ｅ
σｒ －

μ
１ － μ

σθ
æ

è
ç

ö

ø
÷

εｅ
θ ＝

１ － μ２

Ｅ
σθ － μ

１ － μ
σｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１１）

式中： εｒ、εθ、εｅ
ｒ 、εｅ

θ 分别为总径向应变、总切向应变、
弹性径向应变、弹性切向应变； ｕｒ 为径向位移； Ｅ 为

土体弹性模量； μ 为泊松比。
２．２　 弹性区应力、位移解答（即 ｒ≥Ｒｐ）

根据弹性力学三大方程的关系，联立式（９） ～
（１１），整理后得

ｄ２σｒ

ｄｒ２
＋ ３

ｒ
ｄσｒ

ｄｒ
＝ Ａ·ｒ －ｍ－１· μ

１ － μ
＋ ２ － ｍæ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

其中 Ａ ＝ －
ξ·ΔＰｗ

α·Ｒａ( ) １－ｍ － Ｒａ
１－ｍ· １ － ｍ( ) 。

解式（１２）可得，径向应力表达式为

　 σｒ ＝
ｃ２
ｒ２

＋ ｃ３ ＋

１
１ － μ

＋ １ － ｍ

ｍ － １( ) ｍ － ３( )
·Ａ·ｒ１－ｍ （１３）

式中 ｃ２、ｃ３ 为待定系数， 可进一步结合边界条件

σｒ ｒ ＝ Ｒｐ
＝ ｐｙ，σｒ ｒ→¥

＝ ｐ０ 求得。
由此可知，弹性区应力场和位移场表达式分别为

σｒ ＝ ｐｙ·
Ｒｐ

２

ｒ２
＋ ｐ０· １ －

Ｒｐ
２

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｎ·Ａ·ｒ１－ｍ

σθ ＝ － ｐｙ·
Ｒｐ

２

ｒ２
＋ ｐ０· １ ＋

Ｒｐ
２

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ·ｒ１－ｍ· Ｍ ＋ Ｎ( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

ｕｒ ＝
１ ＋ μ
Ｅ ｐｙ － ｐ０( )·

Ｒｐ
２

ｒ
－ ｐ０·ｒ· １ － ２μ( )

é

ë
ê
ê

＋

　 　 Ａ·ｒ２－ｍ· Ｎ ＋ １
ｍ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú （１５）

式中： Ｍ ＝ １
１ － μ( ) ｍ － １( )

，

Ｎ ＝

１
１ － μ

＋ １ － ｍ

ｍ － １( ) ｍ － ３( )
· １ －

Ｒｐ
３－ｍ

ｒ３－ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

在 ｒ ＝ Ｒｐ 处，结合式（１）中的屈服条件 σｒ － σθ ＝
２ｃ０ 和式（１４），可得弹塑性交界面处的临塑扩张压

力 ｐｙ 为

ｐｙ ＝ σｒ ｒ ＝ Ｒｐ ＋
＝ ｃ０ ＋ ｐ０ － １

２
·Ｂ （１６）

其中 Ｂ ＝
Ａ·Ｒｐ

１－ｍ

１ － μ( )· ｍ － １( )
。

根据式（１５）， 令 ｒ ＝ Ｒｐ， 得弹性区与软化区交

界面处的径向位移 ｕｐ 为

　 　 ｕｐ ＝ ｕｒ ｒ ＝ Ｒｐ ＋
＝

　
Ｒｐ· １ ＋ μ( )

Ｅ
ｃ０ － ｐ０· １ － ２μ( ) ＋ １ － ２μ

２
·Ｂé

ë
êê

ù

û
úú

（１７）
２．３　 软化区应力、位移解答（即 Ｒｆ≤ｒ≤Ｒｐ）

在弹性区与软化区交界面处（即 ｒ ＝ Ｒｐ）， 径向

应力和径向位移满足连续性条件：
σｒ ｒ ＝ Ｒｐ ＋

＝ σｒ ｒ ＝ Ｒｐ －
（１８）

ｕｒ ｒ ＝ Ｒｐ ＋
＝ ｕｒ ｒ ＝ Ｒｐ －

（１９）
　 　 该区内的总应变可表示为

εｒ ＝ εｒ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｐ －
＋ εｒ

ｐ

εθ ＝ εθ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｐ －
＋ εθ

ｐ{ （２０）

　 　 由式（２）和式（２０）可得

ｈ·εｒ ＋ εθ ＝ ｈ·εｒ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｐ －
＋ εθ

ｅ
ｒ ＝ Ｒｐ －

（２１）
　 　 根据式（１０）、（１５）和式（１９）， 在 ｒ ＝ Ｒｐ 处有

εｒ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｐ －
＝ １ ＋ μ

Ｅ
ｃ０ ＋ ｐ０· １ － ２μ( ) ＋ ２μ － １

２
·Ｂé

ë
êê

ù

û
úú

（２２）

εθ
ｅ

ｒ ＝Ｒｐ－
＝ １ ＋ μ

Ｅ
－ ｃ０ ＋ ｐ０· １ － ２μ( ) ＋ ２μ － １

２
·Ｂé

ë
êê

ù

û
úú

（２３）
软化区总体变形不考虑弹性变形增量，即在软

化区，弹性变形保持不变，且为弹塑性交界面处的弹

性变形。 将式（１０）、（２２）、（２３）代入到式（２１）中，
整理得

ｈ·
ｄｕｒ

ｄｒ
＋
ｕｒ

ｒ
＝ Ｇ１· １ ＋ ｈ( ) （２４）

其中

Ｇ１ ＝
１ ＋ μ
Ｅ

· １ － ｈ
１ ＋ ｈ

·ｃ０ － ｐ０· １ － ２μ( ) ＋ １ － ２μ
２

·Ｂé

ë
êê

ù

û
úú 。

对式（２４）求解，可得

ｕｒ ＝ ｃ４·ｒ －
１
ｈ ＋ Ｇ１·ｒ （２５）

其中 ｃ４ 为待定系数，可结合式（１７）、（１９）求得，由此

可得软化区径向位移表达式为

ｕｒ ＝ ｈ·Ｇ２·Ｒｐ·
Ｒｐ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ

＋ Ｇ１·ｒ （２６）

其中 Ｇ２ ＝
２ｃ０· １ ＋ μ( )

Ｅ· １ ＋ ｈ( )
。

将式（２６）对 ｒ 求导并取负数，得到软化区径向

·５３·第 ３ 期 马明杰， 等： 非达西渗流作用下饱和黏土压密注浆扩孔理论分析



应变 εｒ、 弹性区与软化区交界面处径向应变 ε１
ｅ 表

达式分别为

εｒ ＝ Ｇ２·
Ｒｐ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ ＋１

－ Ｇ１ （２７）

ε１
ｅ ＝ εｒ ｒ ＝ Ｒｐ －

＝ Ｇ２ － Ｇ１ （２８）
　 　 根据关系式 β·ε１

ｅ ＝ εｒ ｒ ＝ Ｒｆ ＋
可得，软化区半径

与流动区半径之比：

η１ ＝
Ｒｐ

Ｒ ｆ

＝ β ＋
Ｇ１· １ － β( )

Ｇ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｈ
１＋ｈ

（２９）

　 　 令 ｒ ＝ Ｒ ｆ， 根据式（２６）可得软化区与流动区交

界面处的径向位移 ｕｆ 为

ｕｆ ＝ ｕｒ ｒ ＝ Ｒｆ ＋
＝ Ｇ３·Ｒ ｆ （３０）

其中 Ｇ３ ＝ Ｇ１· １ ＋ ｈ( ) － β·ｈ· Ｇ１ － Ｇ２( ) 。
联立式（１）、（９）和式（１０），可得该区应力和应

变的关系式为

ｄσｒ

ｄｒ
－

２ｃ０ － λ· εｒ － ε１( )

ｒ
＝ Ａ·ｒ －ｍ （３１）

　 　 将式（２７）和式（２８）代入式（３１），求解可得

　 σｒ ＝
ｈ·λ·Ｇ２

１ ＋ ｈ
·

Ｒｐ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ ＋１

＋ Ａ
１ － ｍ

·ｒ１－ｍ ＋

２ｃ０ ＋ λ·Ｇ２( )·ｌｎ ｒ ＋ ｃ５ （３２）
其中 ｃ５ 为待定系数，结合式（１６）、（１８）求得软化区

径向应力表达式为

σｒ ＝
ｈ·λ·Ｇ２

１ ＋ ｈ
·

Ｒｐ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ ＋１

－ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＋ Ａ·ｒ１－ｍ

１ － ｍ
·

１ －
Ｒｐ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ２ｃ０ ＋ λ·Ｇ２( )·ｌｎ

Ｒｐ

ｒ
＋

ｃ０ ＋ ｐ０ － １
２
Ｂ （３３）

２．４　 流动区应力、位移解答（即 Ｒａ≤ｒ≤Ｒｆ）
在软化区与流动区交界面处（即 ｒ ＝ Ｒ ｆ）， 径向

应力和径向位移满足连续性条件：
σｒ ｒ ＝ Ｒｆ ＋

＝ σｒ ｒ ＝ Ｒｆ －
（３４）

ｕｒ ｒ ＝ Ｒｆ ＋
＝ ｕｒ ｒ ＝ Ｒｆ －

（３５）
　 　 该区内的总应变可表示为

εｒ ＝ εｒ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｆ －
＋ εｒ

ｐ

εθ ＝ εθ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｆ －
＋ εθ

ｐ{ （３６）

　 　 结合式（３）和式（３６）可得

ｆ·εｒ ＋ εθ ＝ ｆ·εｒ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｆ －
＋ εθ

ｅ
ｒ ＝ Ｒｆ －

（３７）
　 　 假设在流动区内径向弹性应变和切向弹性应变

都为 ０，即
εｒ

ｅ
ｒ ＝ Ｒｆ －

＝ εθ
ｅ

ｒ ＝ Ｒｆ －
＝ ０ （３８）

　 　 将式（１０）、（３８）代入式（３７）中，整理得

ｆ·
ｄｕｒ

ｄｒ
＋
ｕｒ

ｒ
＝ ０ （３９）

　 　 对式（３９）求解，可得

ｕｒ ＝ ｃ６·ｒ －
１
ｆ （４０）

其中 ｃ６ 为待定系数，可结合式（３０）、（３５）求得，由此

得到流动区径向位移表达式为

ｕｒ ＝ Ｇ３·Ｒ ｆ·
Ｒ ｆ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｆ

（４１）

　 　 联立式（１）和式（９）得流动区平衡方程为

ｄσｒ

ｄｒ
＋

２κ·ｃ０
ｒ

＝ Ａ·ｒ －ｍ （４２）

　 　 对式（４２）求解，可得

σｒ ＝
Ａ

１ － ｍ
·ｒ１－ｍ － ２κ·ｃ０·ｌｎ ｒ ＋ ｃ７ （４３）

其中 ｃ７ 为待定系数，结合应力边界条件 σｒ ｒ ＝ Ｒａ
＝

ｐａ ，可得流动区径向应力表达式为

σｒ ＝
Ａ·ｒ１－ｍ

１ － ｍ
１ －

Ｒａ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ２κ·ｃ０·ｌｎ

Ｒａ

ｒ
＋ ｐａ

（４４）
２．５　 塑性区半径、扩孔压力

根据在扩孔前后土体体积保持不变的原则，孔
扩张的体积等于弹性区、软化区和流动区体积变化

量之和［４，１０］，即
πＲａ

２ － πＲ０
２ ＝ π Ｒｐ

２ － Ｒｐ － ｕｐ( ) ２[ ] ＋ Δ１ ＋ Δ２

（４５）
式中 Δ１、Δ２ 分别表示软化区和流动区体积变化量，
略去 ｕｐ 的高阶次幂，上式可简化为

πＲａ
２ － πＲ０

２ ＝ ２π·Ｒｐ·ｕｐ ＋ Δ１ ＋ Δ２ （４６）
　 　 一般地，上式中的塑性区平均体积应变量为已

知量，与实际情况存在差别，根据其表达式 Δ１ ＝

２π ∫Ｒｐ

Ｒｆ

εｒ ＋ εθ( )·ｒ·ｄｒ ， Δ２ ＝ ２π ∫Ｒｆ

Ｒａ

εｒ ＋ εθ( )·ｒ·

ｄｒ， 结合式（１０）、（２６）和式（４１），计算可得

Δ１ ＝ － ２π·Ｒｐ
２· Ｇ１ ＋ ｈ·Ｇ２( ) ＋

　 ２π·Ｒ ｆ
２ Ｇ１ ＋ ｈ·Ｇ２·

Ｒｐ

Ｒ ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ ＋１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （４７）

Δ２ ＝ － ２π·Ｇ３· Ｒ ｆ
２ － Ｒａ

２·
Ｒ ｆ

Ｒａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｈ ＋１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （４８）

　 　 将式（４７）、（４８）代入式（４６）中，化简可得

Ｒ ｆ

Ｒａ

＝
１ －

Ｒ０

Ｒａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

２Ｇ３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｈ
１＋ｈ

（４９）

η２ ＝
Ｒｐ

Ｒａ

＝ η１·
１ －

Ｒ０

Ｒａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

２Ｇ３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｈ
１＋ｈ

（５０）
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　 　 联立式（２９）、（３３）、（３４）、（４４）和式（５０）， 并

令 ｒ ＝ Ｒ ｆ，化简可得扩孔压力 Ｐａ 为

ｐａ ＝ ｃ０·
１ ＋ ３ｈ － ２κ·ｈ

１ ＋ ｈ
－ ２ｌｎ η１ － ２κ·ｈ

１ ＋ ｈ
·æ

è
ç

　 　 ｌｎ
２Ｇ３

１ － Ｒ０ ／ Ｒａ( ) ２

ö

ø
÷ － λ·Ｇ２ｌｎ η１ ＋ ξ·

ΔＰｗ

１ － α１－ｍ·

　 　 １ － １ － ２μ
２ １ － μ( )

·η２
１－ｍé

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｐ０ （５１）

　 　 令 Ｒａ ＝ Ｒ ｆ，此时 η１ ＝ η２，代入式（５１） 中，可得

临界扩孔压力 Ｐｙ１ 为

ｐｙ１
＝ ｃ０·

１ ＋ ３ｈ － ２κ·ｈ
１ ＋ ｈ

－ ２ｌｎ η１
æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ·Ｇ２ ｌｎ η１ ＋

　 　 ξ·
ΔＰｗ

１ － α１－ｍ· １ － １ － ２μ
２ １ － μ( )

·η１
１－ｍé

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｐ０

（５２）
　 　 当 Ｐａ ＝ Ｐｙ１ 时，孔壁处刚好进入流动区，当扩孔

压力 Ｐａ 继续增大， 即 Ｐａ ＞ Ｐｙ１ 时， 以上解答皆

适用。
文中通过扩孔压力条件确定交界面位置，具体

过程：由式（５１）可以看出，扩孔压力 Ｐａ 与扩孔半径

Ｒａ 之间存在一一对应的关系，当给定扩孔压力 Ｐａ，
在实际工程中可通过注浆压力计算求得，即可得到

扩孔半径 Ｒａ，之后通过式（４９）、（５０） 分别确定流动

区、软化区与弹性区之间相邻两区交界面位置。
以上是考虑非达西渗流和应变软化的 Ｔｒｅｓｃａ

材料柱孔扩张时的全部解析解。

３　 算例验证

为进一步说明柱孔扩张过程中土体受到非线性

渗流作用的影响，将由式（５１）得到的柱孔扩张扩孔

压力解答，与文献［２８］给出的扩孔压力计算结果进

行对比分析。 文献中采用的基本参数如下：初始半

径 Ｒ０ ＝ １ ｍ，扩孔半径 Ｒａ ＝ ２ ｍ，初始土压力 Ｐ０ ＝
１５０ ｋＰａ，土体弹模 Ｅ ＝ ２４×１０３ ｋＰａ，泊松比 μ ＝ ０．３，
黏聚力 ｃ０ ＝ ２０ ｋＰａ，文献未考虑土体应变软化和胀

缩性，因此分别取 κ ＝ １、β ＝ １．５５，孔隙水压力系数

ξ ＝１。 根据本文所提供的理论计算公式，当 ｍ 分别

取 １．０、１．２、１．４、１．６、１．８ 时， 求得孔周注浆扩孔压力

依次为 ３４４．６６、３３８．５１、３３６．８６、３３６．２６、３３６．０３ ｋＰａ，
而文献［２８］给出的扩孔压力为 ２８６．９ ｋＰａ。

通过对比不难发现，在不考虑地下水渗流作用

时的孔扩张所需压力值相较于有地下水影响下的扩

孔压力值偏低，两者的差值与孔壁处的渗透水压力

基本相当，说明地下水的存在对扩孔过程起到一定

的抑制作用，且扩孔压力值随着非线性渗流系数的

增加略有降低，从而验证了本文理论解答的正确性。

通过以上扩孔压力值的比较也充分说明，在解决

饱和软黏土地层压密注浆扩孔实际工程问题时，地下

水渗流的影响不容小觑，特别是要结合实际工程环

境，选择较为合理的渗流模式，尽可能地使计算结果

更加符合实际，为工程设计提供合理的理论依据。

４　 非线性渗流影响作用分析

４．１　 非达西渗流对孔周土体渗流场的影响

图 ３、４ 分别为不同非线性渗流系数 ｍ 和渗透

水压力差 ΔＰｗ 取值下，孔周土体渗透水压力沿半径

方向变化曲线，ｍ 分别取 ０．２、０．５、０．８、１．２、１．５、１．８，
渗透水压力差 ΔＰｗ 分别取 ２０、３０、４０ ｋＰａ，并与 ｍ ＝
１．０ 时（即 Ｄａｒｃｙ 渗流，下同）进行对比分析。 其中

α ＝ ２０， Ｐｗ０ ＝ １０ ｋＰａ，初始半径 Ｒ０ ＝ ０．０５ ｍ，扩孔半

径 Ｒａ ＝ ０．１ ｍ，黏聚力 ｃ０ ＝ ４０ ｋＰａ， κ ＝ ０．２５，其他参

数取值与前文相同。
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图 ３　 不同 ｍ 取值时渗透水压力沿孔径分布情况（ΔＰｗ ＝
４０ ｋＰａ）

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｅｐａｇｅ ｗａｔｅｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｃａｖｉｔｙ ｒａｄｉｕｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ （ΔＰｗ ＝ ４０ ｋＰａ）
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图 ４　 不同 ΔＰｗ下渗透水压力沿孔径分布情况（ｍ＝１．５）
Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｅｐａｇｅ ｗａｔｅｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｌｏｎｇ ｃａｖｉｔｙ ｒａｄｉｕｓ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ΔＰｗ ｖａｌｕｅｓ （ｍ ＝ １．５）
　 　 从图 ３、４ 中可以看出，渗透水压力总体上沿径

向呈不断减小的趋势，这与注浆扩孔过程中土体内

部超孔隙水压力随着距离的增加不断消散的情况相

符，衰减速度先增大后减小，并趋于稳定。 非线性渗
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流系数 ｍ 越大，渗透水压力差 ΔＰｗ 越大，其非线性

变化程度越明显，渗透水压力衰减速度也越快，但随

着距离孔中心位置的增大，衰减速度逐渐放缓。 与

达西渗流相比，高速非线性渗流状态下的渗透水压

力沿程压降较为明显，而低速非线性渗流状态下的

渗流水压力沿程压降较小。 从以上分析可以看出，
非达西渗流具有惯性效应，且渗透性越好、渗透水压

力差越大，非达西惯性效应也越明显。
４．２　 非达西渗流对塑性区半径的影响

图 ５、６ 分别给出了不同非线性渗流系数 ｍ 取

值下，塑性区半径随扩孔半径的变化曲线及非线性

渗流系数对塑性区半径的影响曲线。 令 ｍ 分别取

１．２、１．４、１．６、１．８，并与 ｍ ＝ １．０ 时进行对比分析。 其

中 α → ∞、ΔＰｗ ＝ ４０ ｋＰａ，其他参数取值与前文

相同。
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图 ５　 扩孔半径对塑性区半径的影响曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃａｖｉｔｙ ｒａｄｉｕｓ ｏｎ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ
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图 ６　 非线性渗流系数 ｍ 对塑性区半径的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｅｅｐａｇｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍ ｏｎ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ

ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ

　 　 结合图 ５、６ 可见，塑性区半径随扩孔半径的增

大而增大，总体上呈现线性增长的趋势，两者的比值

基本上为一定值，且随着 ｍ 值不断增大，其线性增

长率逐渐减小。 流动区半径与扩孔半径的比值大致

在 １５～１７ 之间，软化区半径与扩孔半径的比值大致

在 ２２～２７ 之间，且 ｍ 值越大，其比值也越小，并逐渐

趋近于一定值，呈现出明显的非线性减小的特点。
相较于达西渗流模式，非达西渗流状态下的塑性区

半径与扩孔半径比值略小。 由此可以看出，高速非

线性渗流对土体扩孔有一定的抑制作用，但效果不

明显。
４．３　 非达西渗流对孔周应力场和位移场的影响

算例中给出扩孔半径 Ｒａ ＝ ０．５ ｍ，渗透水压力

差 ΔＰｗ ＝ ４０ ｋＰａ，其余参数取值与前文相同。 令 ｍ
分别为 １．２、１．４、１．６、１．８，并与 ｍ ＝ １．０ 时进行对比分

析，研究孔周土体径向应力和径向位移沿径向变化

规律。 图 ７ 给出了非线性渗流系数 ｍ 取不同值时，
孔周土体径向应力和径向位移沿径向分布情况。
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图 ７　 孔周土体径向应力和径向位移沿径向的分布情况

Ｆｉｇ．７ 　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ
ｓｏｉｌ ａｒｏｕｎｄ ｃａｖｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　 　 由图 ７ 可知，孔壁处径向应力（即扩孔压力）在
２５０～２７０ ｋＰａ之间，孔周土体内部径向应力随远离

孔中心的方向先迅速衰减后趋于平缓，并最终趋近

于定值，且 ｍ 值越小，该值越大。 从图中可以看出，
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在距离孔中心 １０ ｍ 的位置， ｍ ＝ １．８ 时的径向应力

为 １７５．０１ ｋＰａ，比达西渗流状态下的径向应力降低

了 ２０．５７ ｋＰａ，由此可知，径向应力受非线性渗流系

数 ｍ 的影响较为明显。 从图中不难看出，孔周土体

内的径向位移变化规律与径向应力的变化规律一

致，与注浆位置的距离越大，径向位移越小。 孔壁处

产生的位移最大，为 ４５０ ｍｍ 左右，这也与实际扩孔

半径相同，但其受非线性渗流系数 ｍ 的影响较小，
几乎不受影响，其解释为前文中假设土体为不可压

缩且处于饱和状态，其孔壁处径向位移为一定值，只
会随着扩孔半径的增大而增大，与处于何种渗流模

式无关。
需要说明的是，从图 ６ 中不难看出，流动区、软

化区半径随非线性渗流系数 ｍ 的不同而有所不同，
而非定值，图中所示的用于划分弹塑性区的分区线

只是取了大致位置，方便读者理解，不具有实际

意义。

５　 结　 论

１）在考虑地下水非线性渗流的情况下，基于

Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则，推导饱和软黏土地层压密注浆柱

孔扩张过程中孔周土体应力场、位移场解析解，并给

出扩孔压力和塑性区半径的表达式。
２）在分析孔周土体渗流场变化时，考虑非达西

渗流与渗透水压力差的影响下，孔周土体渗流场沿

径向都变现出明显的衰减现象，且随非线性渗流系

数 ｍ 与渗透水压力差 ΔＰｗ 的增大衰减现象越明显。
３）通过分析发现，在饱和软黏土地层中进行压

密注浆过程中，非线性渗流系数 ｍ 对孔周土体应力

场、位移场和塑性区半径都产生了不同程度的影响，
其影响作用不容忽略。 当均质土体处于饱和状态且

保证土颗粒、孔隙水都不可压缩时， 在地下水高速

非线性渗流（即 １ ＜ ｍ ＜ ２） 和达西线性渗流（即
ｍ ＝１） 两种模式下的压密注浆柱孔扩张孔周土体径

向应力分布有所不同，ｍ 越大， 径向应力越小，塑性

区半径越大，径向位移基本无差别，因此在以后针对

此类柱孔扩张问题进行理论分析时应考虑因渗流状

态的不同而造成的不同结果。
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