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两端任意约束的弹性支撑梁在移动荷载下的动力响应
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摘　 要： 为研究任意边界条件连续梁的动力响应问题， 建立了两端任意约束中间弹性支撑梁的力学模型， 给出了求解其振动

频率的方法， 并采用振型叠加法推导了其在移动荷载作用下的动力响应的理论解。 通过编写相应的 ＭＡＴＬＡＢ 计算程序进行

求解， 结合算例用所提出的理论方法得到的结果与有限元方法进行对比， 验证了方法的正确性与精度以及适用范围。 分析

了边界条件对结构振动响应的影响， 结果表明：两端任意约束中间弹性支撑连续梁的高阶模态与两端简支或固定支撑的连续

梁明显不同， 由于边界条件为弹性， 其高阶模态曲线边界处的幅值反而更大；在移动荷载作用下， 梁体向下动位移的最大值

出现在跨中， 而向上动位移的最大值出现在梁端， 同时梁体在各个截面处均交替出现了正弯矩和负弯矩， 跨中位置处的正弯

矩和端点处的负弯矩最为显著；当荷载的移动速度增大时， 跨中位移的波动周期也越长；对比不同的边界条件， 两端弹性支

撑的跨中挠度变化幅值介于两端固支和两端简支之间， 两端线弹簧刚度主要影响结构的振动幅度， 而转动弹簧刚度则对结

构的最大振动位移影响更为明显。
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　 　 连续梁在桥梁、建筑、海洋工程等土木工程基础 设施领域得到了广泛的应用， 其不仅受恒载及静力

荷载的作用， 而且有些结构设施还受移动荷载等的

作用， 边界条件不仅有纵向可伸缩滑移的滚轴或铰

支座， 而且还有弹性支撑的支座（包括竖向的弹性



支撑及平面内的转动弹性支撑）等。 为了便于分

析， 在研究连续梁的动力响应问题时， 大多学者将

支撑边界简化为铰支座， 如：Ｃｈｅｕｎｇ 等［１］ 将多跨梁

的模态假设为单跨梁模态与三次样条函数的叠加，
分析了多跨梁在移动车辆作用下的振动响应。
Ｚａｋęｓ′等［２］将多跨梁转换为单跨梁， 研究了一般支

撑下多跨均匀连续梁在移动荷载作用下的动力特

性。 Ｍａｒｔíｎｅｚ⁃Ｒｏｄｒｉｇｏ 等［３］ 研究了两跨一般支撑连

续梁在移动荷载作用下的振动响应， 研究了最大共

振和消振现象。
然而， 实际结构的支撑条件并非完全刚性， 因

而需要引入弹性支撑来反应梁的实际振动情况。 晏

麓晖等［４］针对单跨两端弹簧支撑的弹性支撑梁的

力学模型， 建立并推导了其在爆炸荷载下动力响应

的理论解。 Ｄｉｎｇ 等［５］ 通过对比刚性竖向支承的黏

弹性梁和带有竖向弹性支承的刚性杆， 证明了考虑

弹性 支 撑 对 于 研 究 结 构 的 力 传 递 的 必 要 性。
Ｗａｔｔａｎａｓａｋｕｌｐｏｎｇ 等［６］基于三阶剪切变形理论和切

比雪夫配置法， 给出了弹性边界条件下功能梯度梁

的弹性约束端固有频率的数值结果。 Ｃｈｅｎ 等［７］ 推

导了弹性边界欧拉梁横向振动分析的解析解， 分析

了转动弹簧刚度和平移弹簧刚度对振型变化的影响

机理。 Ａｙｄｉｎ 等［８］研究了悬臂梁在不同的简谐振动

下的最佳弹性支撑位置和最佳刚度系数设计。 Ｆｒｏｉｏ
等［９］研究了黏弹性支承下无限欧拉－伯努利弹性梁

上移动荷载问题的计算。 Ｗａｎｇ 等［１０］采用静力位移

和刚体位移的叠加位移作为振型函数， 推导了简支

弹性地基梁基频的计算公式。 对于多跨梁的分析，
文献［１１－１３］基于传递矩阵法， 推导了两端固定、
铰支或竖向弹性支撑边界条件下多跨弹性支撑连续

梁的频率特征方程。 Ｔａｎ 等［１４］ 研究了带竖向弹性

支承的非均匀 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的动力响应问题， 并采

用龙格－库塔法和三次样条插值法计算了非均匀

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的固有频率和振型。 Ｌｅｏｎｔｉｅｖ［１５］ 讨论

了弹性基底支撑条件变化时自由边界的梁的固有横

向振动问题。 叶茂等［１６］则建立了两端铰支、中间带

弹性支撑的多跨连续梁车－桥耦合动力分析模型，
研究了耦合系统的随机演变响应。 Ｆｒｏｉｏ 等［１７］ 研究

了竖向弹性支座上均匀拉紧弦在集中横向移动荷载

作用下的稳态响应问题的数值解。
上述研究在引入弹性支撑时仅考虑了连续梁中

间支座的弹性， 未考虑两端边界条件的任意性， 尚

不能为实际结构建立一个统一的分析模型。 比如桥

梁与隧道相接时， 桥梁两端就会受到一个平面内转

动的约束， 相比与直接简化为固结， 将这一约束简化

为转动弹簧支撑则更为合理。 为此， 本文以两端具

有竖向弹簧支撑及平面内转动弹性支撑的多跨弹性

支撑梁为研究对象， 推导其在移动荷载作用下的动

力响应方程， 同时与有限元法分析方法的结果进行

对比， 验证所提出方法的正确性， 并讨论转动弹簧刚

度、线弹簧刚度以及荷载移动速度对梁体动力响应的

影响规律， 在实际工程应用中可适用于任意不同边

界情况。

１　 力学模型

图 １ 为两端具有竖向弹簧支撑及平面内转动弹

性支撑的多跨弹性支撑连续梁， 即连续梁左右两端

分别有竖向刚度为 ＫＬ、ＫＲ 的线弹簧和平面内刚度为

ＳＬ、ＳＲ 的转动弹簧作为边界约束支撑， 中间包含 ｎ 个

弹簧刚度分别为Ｋ１、Ｋ２、…、Ｋｎ 的弹性支撑， 其间距分

别为 ｌ１、ｌ２、…、ｌｎ，根据 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论［１８］，其
在移动荷载 Ｆｖ ｘ，ｔ( ) 作用下的运动微分方程为

ＥＩ ∂
４ｗ ｘ，ｔ( )

∂ｘ４
＋ ｍ ∂２ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ２
＋ ｃ ∂ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ
＝

　 　 　 － Ｆｖδ ｘ － ｖｔ( ) （１）
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图 １　 两端任意约束中间弹性支撑的多跨连续梁

Ｆｉｇ．１　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｐａｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔｓ ｕｎｄｅｒ
ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｔｗｏ ｅｎｄｓ

式中： ＥＩ 为梁的抗弯刚度；ｍ 为梁体单位长度的质

量；ｃ为梁的阻尼；δ（ｘ － ｖｔ） 为 Ｄｉｒａｃ 函数； ｙ（ｘ，ｔ） 为

梁上任意点在荷载作用下的竖向位移，由两部分组

成， 一部分为只考虑梁为刚体， 在荷载 Ｆｖ（ｘ，ｔ） 作

用下由两端的弹簧支撑分别下挠 ｙＬ ｔ( ) 、ｙＲ ｔ( ) ， 另

一部分为梁体产生的弹性变形， 即梁体的竖向挠度

ｗ ｘ，ｔ( ) ， 如图 １ 所示。 于是有

ｙ ｘ，ｔ( ) ＝ １ － ｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙＬ ｔ( ) ＋ ｘ

Ｌ
ｙＲ ｔ( ) ＋ ｗ ｘ，ｔ( )

（２）
其中 ｙＬ ｔ( ) 、ｙＲ ｔ( ) 分别为梁左端和右端的竖向

位移。
对多跨的弹性支撑连续梁， 可将中间弹性支撑

转化为支反力 Ｔｉ， 得到中间作用有 ｎ 个弹性支撑反

力（Ｔ１， Ｔ２， …， Ｔｎ） 的等价模型， 如图 ２所示， 当在

任意时间 ｔ 的第 ｉ 个弹性支撑处 ｘｉ 的梁体位移为

ｙ ｘｉ，ｔ( ) ， 则各中间支反力的大小为
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Ｔｉ ＝ － Ｋ ｉｙ ｘｉ，ｔ( ) （３）
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图 ２　 两端多重弹簧支撑约束的多跨弹性支撑连续梁等价模型

Ｆｉｇ．２ 　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｐａｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔｓ ｕｎｄｅｒ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｐｒｉｎｇ ｓｕｐｐｏｒｔ ｒｅｓｔｒａｉｎｔｓ
ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ

　 　 由此得到梁的运动微分方程为

ＥＩ ∂
４ｗ ｘ，ｔ( )

∂ｘ４
＋ ｍ ∂２ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ２
＋ ｃ ∂ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ
＝

　 　 － Ｆｖδ ｘ － ｖｔ( ) － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ ｉｙ ｘｉ，ｔ( ) δ ｘ － ｘｉ( ) （４）

式（４）中， 多个离散弹簧的支反力与梁体振动

位移相关， 因此要进行多次的迭代求解， 其收敛性

和算法均难度较大。 Ｓａｔｏ 等［１９］曾对比研究发现， 当

弹性支撑间距相等（ ｌ１ ＝ ｌ２ ＝… ＝ ｌｎ ＝ ｌ）、弹性支撑刚

度相同（Ｋ１ ＝ Ｋ２ ＝… ＝ Ｋｎ ＝ Ｋ ）， 且梁体的支撑刚度

Ｋ、抗弯刚度ＥＩ以及弹性支撑间距（或跨径） ｌ满足式

（５） 时， 可以将离散弹性支撑近似等效为弹性地基

支撑， 即将弹性支撑刚度 Ｋ 转化为弹性地基的分布

刚度 ｋ（ｋ ＝ Ｋ ／ ｌ）。 在式（５） 条件下， 弹性地基梁的

一阶频率与离散弹性支撑梁的一阶频率之比大于

９８％， 能够满足实际工程的精度要求。
Ｋｌ３

２４ＥＩ
≤ ０．０５ （５）

　 　 根据这一条件，可将式（４）进一步转化为

ＥＩ ∂
４ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｘ４
＋ ｍ ∂２ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ２
＋ ｃ ∂ｙ ｘ，ｔ( )

∂ｔ
＋

ｋｙ ｘ，ｔ( ) ＝ － Ｆｖδ ｘ － ｖｔ( )

（６）

对两端任意弹簧支撑约束的多跨弹性支撑连续

梁等价模型， 其左右两端的边界条件分别为

ｙＬ ｔ( ) ＝ ｙ（０，ｔ）

θＬ ｔ( ) ＝ ∂ｙ（０，ｔ）
∂ｘ

ＥＩ ∂
２ｙ（０，ｔ）
∂ｘ２

＝ ＳＬθＬ ｔ( )

ＥＩ ∂
３ｙ（０，ｔ）
∂ｘ３

＝ － ＫＬｙＬ ｔ( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（７）

ｙＲ ｔ( ) ＝ ｙ（Ｌ，ｔ）

θＲ ｔ( ) ＝ ∂ｙ（Ｌ，ｔ）
∂ｘ

ＥＩ ∂
２ｙ（Ｌ，ｔ）
∂ｘ２

＝ － ＳＲθＲ ｔ( )

ＥＩ ∂
３ｙ（Ｌ，ｔ）
∂ｘ３

＝ ＫＲｙＲ ｔ( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（８）

２　 方程求解

２．１　 梁的模态分析

对于两端任意弹簧支撑约束的近似等效为弹性

地基支撑梁， 根据分离变量法， 在外荷载作用下梁

的位移 ｙ ｘ，ｔ( ) 可表示为模态的级数形式：

ｙ ｘ，ｔ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
φｎ ｘ( ) ｑｎ ｔ( ) （９）

其中： φｎ（ｘ） 为梁的各阶模态函数， ｑｎ（ ｔ） 为对应的

广义坐标。
因此需要确定两端任意弹簧支撑的弹性地基连

续梁的模态函数。 根据任意弹簧支撑约束边界条

件， 可设其模态函数为

φ（ｘ） ＝ Ｃ１ｃｏｓ αｘ ＋ Ｃ２ｓｉｎ αｘ ＋ Ｃ３ｃｏｓｈ αｘ ＋ Ｃ４ｓｉｎｈ αｘ
（１０）

式中： α ＝
４
ｍω２ － ｋ

ＥＩ
， ω 为不考虑阻尼的结构固有

频率， ｋ 为弹性地基的分布刚度， Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３、Ｃ４ 可根

据上述等价模型梁的边界条件式（７）及式（８）来确

定。 将 φ（ｘ） 代入式（７）及式（８）， 整理后得

μＬ １ － μＬ １
１ － ηＬ １ ηＬ

ｓｉｎ αＬ ＋ μＲｃｏｓ αＬ μＲｓｉｎ αＬ － ｃｏｓ αＬ － （μＲ ｃｏｓｈαＬ ＋ ｓｉｎｈ αＬ） － （μＲｓｉｎｈ αＬ ＋ ｃｏｓｈ αＬ）
ηＲｓｉｎ αＬ － ｃｏｓ αＬ － （ｓｉｎ αＬ ＋ ηＲｃｏｓ αＬ） ηＲｓｉｎｈ αＬ － ｃｏｓｈ αＬ ηＲｃｏｓｈ αＬ － ｓｉｎｈ αＬ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

·

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ ０

（１１）

其中： μＬ ＝ ＥＩα
ＳＬ

，μＲ ＝ ＥＩα
ＳＲ

，ηＬ ＝ ＥＩα３

ＫＬ
，ηＲ ＝ ＥＩα３

ＫＲ
。

式（１１）存在非零解的条件为行列式等于零， 即

得到梁的固有频率方程， 求解固有频率方程的各个

根为 αｎ， 进而求得梁的各阶固有频率 ωｎ。 将获得

的 αｎ 再代入式（１１）并进行归一化处理后求得模态

函数的各项系数， 将其代入式（１０）得
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φｎ（ｘ） ＝
Ａ１ｃｏｓ αｎｘ ＋ Ａ２ｓｉｎ αｎｘ ＋ Ａ３ｃｏｓｈ αｎｘ ＋ Ａ４ｓｉｎｈ αｎｘ
Ｂ１ｃｏｓ αｎＬ ＋ Ｂ２ｓｉｎ αｎＬ ＋ Ｂ３ｃｏｓｈ αｎＬ ＋ Ｂ４ｓｉｎｈ αｎＬ

， ｎ ＝ １，２，３，… （１２）

式中：
Ａ１

Ａ２

Ａ３

Ａ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ μＬ － μＬμＲηＬ μＬηＬ ＋ １ ２ηＬ － μＲ ＋ μＬμＲηＬ μＬηＬ ＋ ２μＲηＬ － １
μＬηＬ ＋ １ μＲ ＋ μＬμＲηＬ ２μＬμＲ － μＬηＬ ＋ １ ２μＬ ＋ μＲ － μＬμＲηＬ

μＲ ＋ ２ηＬ － μＬμＲηＬ μＬηＬ ＋ ２μＲηＬ － １ μＲ ＋ μＬμＲηＬ μＬηＬ ＋ １
２μＬμＲ ＋ μＬηＬ － １ μＬμＲηＬ － μＲ － ２μＬ － μＬηＬ － １ － μＲ － μＬμＲμＬ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｓｉｎ αＬ
ｃｏｓ αＬ
ｓｉｎｈ αＬ
ｃｏｓｈ αＬ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１３）

Ｂ１

Ｂ２

Ｂ３

Ｂ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

μＲ ＋ μＬμＲηＬ

μＬηＬ ＋ １
２μＬ ＋ μＲ － μＬμＲηＬ

２μＬμＲ － μＬηＬ ＋ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１４）

２．２　 运动方程求解

将式（９）代入式（６）， 得

　 ∑
Ｎ

ｎ ＝ １

ｄ２

ｄｘ２ ＥＩ
ｄ２φｎ（ｘ）

ｄｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｑｎ（ ｔ） ＋ ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
ｍφｎ（ｘ） ｑ̈ｎ ｔ( ) ＋

∑
Ｎ

ｎ ＝１
ｃφｎ（ｘ）ｑ

·
ｎ ｔ( ) ＋ ｋ∑

Ｎ

ｎ ＝１
φｎ（ｘ）ｑｎ ｔ( ) ＝ Ｆｖδ（ｘ － ｖｔ） （１５）

　 　 利用模态函数关于刚度和质量的正交性可得

ｑ̈ｎ ｔ( ) ＋ ２βｑ·ｎ ｔ( ) ＋ ω２ｑｎ ｔ( ) ＝ Ｑｎ ｔ( ) ， ｎ ＝ １，２，３，…
（１６）

式中： β ＝ ｃ
２ｍ

，ω２ ＝ ｋ
ｍ

＋α４ ＥＩ
ｍ
，Ｑｎ ｔ( ) ＝

－ Ｆｖφｎ ｖｔ( )

ｍ ∫ｌ
０
φ２

ｎ ｘ( ) ｄｘ
。

根据式（１６）可求得广义坐标 ｑｎ ｔ( ) ， 将其代入

式（９）得到梁在移动荷载作用下的竖向振动位移

ｙ ｘ，ｔ( ) 。
由于弹性支撑边界条件下梁的模态函数（式

（１２））十分复杂， 因此本文通过 ＭＡＴＬＡＢ 编写计算

程序来计算上述求解过程。

３　 数值算例分析

为了说明本文方法的应用及所提出方法的正确

性， 这里选取一个算例， 用所编制的程序进行计

算， 并用有限元计算结果进行对比分析。
计算模型参考文献［２０］， 如图 ３ 所示， 为四跨

弹性支撑连续梁。 其中梁总长 Ｌ ＝ ２００ ｍ；支撑间距

ｌ ＝ ５０ ｍ；截面为管状断面， 截面外径 Ｄ ＝ １５ ｍ， 截

面内径 ｄ ＝ １３ ｍ；截面惯性矩 Ｉ ＝ １ ０８３ ｍ４；材料密度

ρ ＝ ２ ５５０ ｋｇ ／ ｍ３；弹性模量 Ｅ ＝ ３．４５×１０４ ＭＰａ；中间

弹性支撑刚度 Ｋ ｉ ＝ １．２８×１０５ ｋＮ ／ ｍ；两端线弹簧支

撑刚度取 ＫＬ ＝ ＫＲ ＝ ３×１０６ ｋＮ ／ ｍ； 转动弹簧支撑刚

度取 ＳＬ ＝ ＳＲ ＝ １０９ ｋＮ ／ ｍ。 移动荷载参数：荷载大小

Ｆｖ ＝ １ １７６ ｋＮ；移动速度 ｖ ＝ ２０ ｍ ／ ｓ。
　 　 为了验证模态叠加法的收敛性， 计算不同模态

叠加后梁的竖向位移和弯矩值。 图 ４ 为当荷载移动

到跨中时前 ８ 阶模态叠加后该梁各处的竖向位移。
可以发现， 前 ４ 阶至前 ８ 阶模态叠加后得到的位移

结果基本一致， 说明计算结果具有收敛性， 且取前

４ 阶模态叠加就具备较高的精度。

KR
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KKKL

v=20m/sFv
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50m 50m 50m 50m
L=200m

K

图 ３　 算例的计算模型

Ｆｉｇ．３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ
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图 ４　 各阶模态叠加后梁的位移

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｂｅａｍ ａｆｔｅｒ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ

　 　 表 １ 列出了弹性支撑连续梁利用本文的理论方

法及有限元法分析的前 ３ 阶固有频率。 理论计算得

到的 １ 阶固有频率为 ８．１２ ｒａｄ ／ ｓ， 其与有限元分析结

果非常接近， 两者的差异仅为 ０．１６ ｒａｄ ／ ｓ （１．９６％）。
而随模态阶数的增加， 两者计算的固有频率差异有

所增加。 这说明， 两种模型在低阶频率上有较好的

一致性， 但在高阶频率上仍存在一定的差异。 换句

话说， 弹性支撑连续梁的振动特性可以通过弹性地

基边界和离散弹性支座边界来反映， 但这种假设在

结构高阶振动分析中会产生一定的误差， 需要进一

步分析。
表 １　 结构固有圆频率

Ｔａｂ．１　 Ｎａｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

模态 理论解 ／ （ ｒａｄ ×ｓ－１） ＦＥＭ ／ （ｒａｄ ×ｓ－１） 相对偏差 ／ ％

１ 阶模态 ８．１２ ７．９６ １．９６

２ 阶模态 １８．０４ １７．２０ ４．８６

３ 阶模态 ３０．８５ ２９．１０ ６．０３
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　 　 图 ５ 及图 ６ 则进一步给出了该弹性支撑连续梁

跨中位置处的位移和弯矩的时程曲线， 可以观察到

本文理论计算得到的位移和弯矩的时程变化曲线与

有限元法计算得到的结果， 两者之间具有很好的一

致性， 但存在微小的相位差， 且本文方法的理论计

算值与有限元分析值有一定的误差， 这与理论推导

中将离散弹性支撑连续梁理想化为“弹性地基支撑

梁”模型有关， 导致两者的结构计算得到的频率有

所差异， 而使计算结果存在一定的偏差， 且这个偏

差与弹性支撑的刚度 Ｋ 和结构的抗弯刚度 ＥＩ 及弹

性支撑的间距 ｌ 有关， 通过分析， 当其满足式（５）条
件时， 误差可以控制在 ５％以内。 同时可以发现，
由于结构的边界条件为弹性支撑， 其上各点的位移

和弯矩变化均较为剧烈， 说明边界条件的设定对结

构的疲劳分析将会产生较大影响。
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图 ５　 跨中位置处的竖向位移时程曲线
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图 ６　 跨中位置处弯矩时程曲线
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　 　 图 ７ 及图 ８ 分别为不同位置处（左端点、１ ／ ４
点、跨中）位移和弯矩最大值和最小值， 通过对计算

结果和有限元结果进行比较发现两者结果比较接

近。 在动荷载作用下， 梁体向下动位移的最大值出

现在跨中， 而向上动位移的最大值出现在梁端。 同

时在各个截面处均交替出现了正弯矩和负弯矩， 其

中跨中位置处的正弯矩和端点处的负弯矩最为

显著。
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图 ７　 不同位置处位移的最大值和最小值
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图 ８　 不同截面处弯矩的最大值和最小值
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　 　 图 ９ 进一步讨论了两端弹簧刚度不同对前 ６ 阶

模态函数的影响。 当两端竖向弹簧刚度 ＫＬ ＝ ＫＲ ＝
∞ ， 平面内转动刚度 ＳＬ ＝ ＳＲ ＝ ０时， 两端的支撑条件

即转化为铰支座；当两端竖向弹簧刚度 ＫＬ ＝ ＫＲ ＝
∞， 平面内转动刚度 ＳＬ ＝ ＳＲ ＝ ¥时， 两端的支撑条

件即转化为固定支承。 在图 ９ 中， 对于第 １ 阶振型，
两端为弹性支撑的连续梁与两端简支的连续梁振型

比较接近， 但随着频率的增加， 弹性支撑的高阶振型

与刚性支撑（两端简支和两端固支）的振型区别越来

越明显。 与两端刚性支撑的振型不同， 由于边界条

件为弹性， 其高阶模态曲线边界处的幅值反而更大。
　 　 表 ２ 则给出了梁两端简支、固支及弹性支撑边

界条件下等效弹性地基梁的前 ６ 阶频率。 由此可看

出边界条件对频率的影响。 对于第 １ 阶频率， 弹性

支撑的频率介于两端简支和两端固支之间， 从第 ２
阶频率开始， 弹性支撑的频率均小于两端简支， 且

随着阶数的增加， 两者的差距逐渐增大。 说明将边

界条件简化为刚性支撑， 会使结构的高阶计算频率

增大。
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图 ９　 边界条件对振型的影响
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表 ２　 不同边界条件对等效弹性地基梁频率的影响

Ｔａｂ．２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｂｅａｍ

边界条件
圆频率 ／ （ ｒａｄ ×ｓ－１）

第 １ 阶 第 ２ 阶 第 ３ 阶 第 ４ 阶 第 ５ 阶 第 ６ 阶

弹性支撑 ８．１ １８．０ ３０．９ ４６．６ ６９．９ １０３．６

两端简支 ６．６ １８．６ ４０．８ ７２．２ １１２．７ １６２．２

两端固支 １１．３ ２８．６ ５５．４ ９１．３ １３６．３ １９０．４

　 　 图 １０ 给出了梁两端简支、固支及弹性支撑边界

条件对等效弹性地基梁跨中挠度的影响。 在本算例

条件下， 边界为两端简支的连续梁跨中挠度幅值最

大， 边界为弹性支撑的连续梁跨中挠度位于简支边

界和固支边界之间。
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图 １０　 不同边界条件对等效弹性地基梁跨中竖向位移的影响
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　 　 从图 １０ 可以发现， 在两端固支的边界条件下，
跨中挠度的振动幅度最不明显， 而两端弹性支撑连

续梁的跨中挠度的高频振动最为明显， 说明当边界

条件为弹性支撑时， 连续梁的高阶振型的振型参与

系数更大。 图 １１、１２ 分别分析了两端转动弹簧刚度

和线弹簧刚度对移动荷载作用下跨中位移的影响机

理。 由图 １１ 可知， 当两端竖向支撑刚度 ＫＬ ＝ ＫＲ ＝
¥时， 随着转动弹簧刚度的增加， 跨中最大位移减

小， 振动幅度也减弱， 当转动刚度增加至完全刚性

时（即达到固支状态）， 由于两端支点强大的约束刚

度， 使梁的振动明显减弱。 由图 １２ 可知， 当两端转

动弹簧刚度 ＳＬ ＝ ＳＲ ＝ ¥时， 随着线支撑刚度的减小，
跨中位移的振动幅度明显增大， 振动位移的平均值

也略有增加。 结合图 １０～１２ 可以发现， 两端线弹簧

刚度对结构的振动幅度影响更大， 而转动弹簧刚度

则对结构的最大振动位移影响更为明显。
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图 １１　 两端转动弹簧刚度对跨中位移响应的影响
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图 １２　 两端线弹簧刚度对跨中位移响应的影响

Ｆｉｇ．１２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｎ ｍｉｄ⁃ｓｐａｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ

　 　 为探讨移动荷载速度变化对该类结构位移响应的

影响， 图 １３ 进一步分析了移动荷载以 ２０ ｍ／ ｓ，
３０ ｍ ／ ｓ， ４０ ｍ ／ ｓ 运动时， 两端弹性支撑梁跨中位移

的变化规律。 从图中可以看出， 在荷载经过梁体

时， 移动速度越大， 位移波动的周期就越长；跨中

位移的最大值随速度增加而略有减小。
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图 １３　 移动荷载速度对结构跨中位移响应的影响
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４　 结　 论

针对两端任意约束中间弹性支撑的多跨连续

梁， 通过将弹性支撑间距相等、弹性支撑刚度相同

的离散弹性支撑连续梁等效为两端任意约束的具有

均匀弹性地基支撑的等价模型梁， 推导建立了其在

移动荷载作用下结构振动响应的微分方程， 并根据

相应的边界条件， 给出了梁体在以一定速度移动的

荷载作用下的动力响应， 编制了相应的计算程序，
通过研究可以得出以下结论：

１）两端边界条件为弹性支撑时的连续梁的高

阶模态与两端简支和两端固支的高阶模态明显不

同， 由于边界条件为弹性， 其高阶模态曲线边界处

的幅值反而更大。 同时两端弹性支撑的一阶频率与

两端简支情况相近， 而高阶频率则均小于两端简支

情况。
２）在移动荷载作用下， 梁体向下动位移的最大

值出现在跨中， 而向上动位移的最大值出现在梁

端。 同时在各个截面处均出现了正弯矩和负弯矩，
跨中位置处的正弯矩和端点处的负弯矩最为显著。

３）两端弹性支撑的连续梁的跨中挠度变化幅

值介于两端固支和两端简支之间， 但高频振动更加

明显。 改变两端弹簧支撑刚度将会对结构位移产生

明显影响，转动弹簧刚度越大， 结构振动的竖向位

移越小；线弹簧支撑刚度越大， 结构往复振动的幅

度越小。
４）跨中位移响应与荷载的移动速度有关， 移动

速度越大， 位移波动的周期就越长， 位移响应的最

大值略有减小。
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封面图片说明

封面图片来自本期论文“一个新的具有超级多稳态的五维忆阻超混沌系统”，图片是新型忆阻器超

混沌系统的构造原理图及其电路仿真结果图。 为了描述更加复杂的非线性动力学特性并且得到更适合

工程应用的混沌信号，利用新型电路器件———忆阻器去替换改进的四维 Ｌü 系统中的耦合电阻，设计了

一个新的具有丰富动力学特性的忆阻系统。 首先，采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱、分岔图、相轨图等分析了新系

统的参数和忆阻器初始条件对于系统动力学特性的影响，结果表明系统可表现出复杂的超级多稳态特

性、偏移增量控制行为以及持续的混沌或超混沌现象；其次，在所构建新系统的基础上，通过引入绝对值

函数设计了一个可以表现出无限多对条件对称共存吸引子的忆阻系统；最后，利用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 电路仿真软

件设计新忆阻系统的电子电路模型，验证了其存在性和可实现性，从而使超混沌系统能够更好地应用在

保密通信等实际工程领域。

（图文提供：郑驰，李晓霞，王雪，等。 河北工业大学电气工程学院）

·９１·第 ３ 期 项贻强， 等： 两端任意约束的弹性支撑梁在移动荷载下的动力响应


