
第 ５０ 卷　 第 ６ 期

２ ０ １ ８ 年 ６ 月
　

哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报

ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＨＡＲＢＩＮ ＩＮＳＴＩＴＵＴＥ ＯＦ ＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ
　

Ｖｏｌ􀆰 ５０ Ｎｏ􀆰 ６

Ｊｕｎ． ２０１８

　 　 　 　 　 　
ＤＯＩ：１０．１１９１８ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．０３６７⁃６２３４．２０１７０５０４８

软土的等效时间线剪切流变模型
胡亚元

（浙江大学 滨海和城市岩土工程研究中心，杭州 ３１００５８）

摘　 要： 为反映软土剪切流变的非线性特性，建立剪切流变模型，修正了 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 提出的指数型剪切蠕变经验公式，使之

适用于低修正应力水平工况．根据黏塑性剪应变－耗散剪应力－等效时间之间的关系方程推导出黏塑性剪应变速率与剪应力

和黏塑性剪应变之间的函数表达式．把该表达式和剪切弹性模型相结合，建立了剪切弹黏塑性模型．以此模型为基础，不但获

得了有效围压恒定时单级和多级荷载作用下的剪切流变解析解，而且还获得了有效围压和剪应力均随时间变化时的剪切流

变积分解答．结果表明，流变模型能够较好地定量模拟三轴固结排水试验中多级加载作用下的剪切蠕变发展过程， 合理地反

映剪应变随修正应力水平（或剪应力）、有效围压和持续时间等影响因素变化的流变规律．
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　 　 高速公路路基的侧向位移、高边坡的侧向变形

和基坑的侧壁稳定等工程力学关注的变形和强度性

质中，均存在与剪切流变特性相关的时间效应问

题［１－３］ ． 陈 宗 基［１］ 发 现 剪 切 蠕 变 变 形 是 荷 兰

Ｗｌａｇｇｅｍａｎｓ 大桥竣工两年后发生破坏的主要原因

后，深刻意识到流变特性在岩土力学中的重要性，在
国内外率先提出岩土流变力学． Ｓｉｎｇｈ 等［４］ 和 Ｍｅｓｒｉ
等［５］基于三轴固结排水和不排水蠕变试验，分别提

出了软土的指数型和双曲线型剪应变蠕变经验公

式．刘加才等［６］和周秋娟等［７］ 采用弹簧和黏壶等力

学元件组合来建立软土的体应变和剪应变流变模

型．Ｙｉｎ Ｊ Ｈ 等［８］和 Ｙｉｎ Ｚ Ｙ 等［９］ 利用体应变流变方

程和剑桥模型屈服准则来揭示非线性剪切流变性

质． 然而上述研究仍留存一些不完善的情况：
１）Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ［４］和 Ｍｅｓｒｉ［５］ 经验公式只适用于恒

定修正应力水平作用，难以预测变修正应力水平作

用下的蠕变变形量；２） 力学元件组合流变模型只适

用于线性流变特性，与软土非线性流变特性差别较

大；３）从 Ｂｕｉｓｍａｎ 公式［８］ 看体应变蠕变经验公式不

存在时间与应力耦合项，而从 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 公式［４］

看剪应变蠕变经验公式存在时间与应力耦合项．这
说明剪应变流变特性具有自身特殊规律，以体应变

流变速率方程和剑桥屈服准则为基础的弹黏塑性模

型［８－９］难以反映它的性质．事实上，摩尔－库伦屈服

准则、Ｍａｔｓｕｏｋａ⁃Ｎａｋａｉ 三剪应力屈服准则和 Ｌａｄｅ 屈

服准则在岩土工程界得到广泛应用［１０］ ．这些屈服准

则以剪应变为硬化参数，能够充分反映土的剪胀性．
为了与这些岩土屈服准则相匹配，需要建立剪切流

变速率直接与剪应力和黏塑性剪应变相关的流变方



程，进一步完善软土弹黏塑性本构模型体系．
鉴于上述研究现状，本文采用等效时间法［１１］，

通过修正后的 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 剪应变蠕变经验公式，
建立了一个适用于变剪应力作用和非线性特性的等

效时间线剪切弹黏塑性流变模型；通过模拟三轴固

结排水试验数据，显示它能较好地模拟多级加载软

土剪切蠕变试验成果．

１　 等效时间线剪切流变模型

１．１　 采用绝对等效时间表示的流变模型表达式

与 Ｙｉｎ⁃Ｇｒａｈａｍ 等效时间线体应变弹黏塑性模

型［１１］一样，如图 １ 所示，本文也选用非线性弹簧和

黏壶组成的 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型来反映软土的流变特性．从
图 １ 可知，剪应变可表示为弹性应变和黏塑性应变

之和：

γ ＝ γｅ ＋ γｖｐ，　 　 即：γ· ＝ γｅ· ＋ γｖｐ· ． （１）
式中：γ 为广义剪应变，简称剪应变，γｅ 为弹性剪应

变，γｖｐ为黏塑性剪应变．
假定剪切弹性应力应变关系符合胡克定律，有：

γｅ ＝ ｑ
３Ｇ

，即γｅ· ＝ ｑ·

３Ｇ
． （２）

式中：ｑ 为广义剪应力，简称剪应力，Ｇ 为弹性剪切

模量．

q

γe

q

γvp

γ

弹簧 粘壶
χχ

图 １　 软土弹黏塑性模型元件组合图

Ｆｉｇ．１ 　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｏ⁃ｖｉｓｃｏｐｌａｓｔｉｃ
ｍｏｄｅｌ

按照热力学内变量连续介质理论［１２］，γｖｐ·
属于

耗散热力学量，它的本构关系应当首先与耗散空间

中的耗散剪应力 χ 和耗散剪应变即黏塑性剪应变

γｖｐ有关［１２］ ．注意到对于图 １ 的力学元件组合有 χ ＝
ｑ，故假定黏塑性剪应变速率的本构关系式为

γｖｐ· ＝ ｆ（Ｄ，γｖｐ） ． （３）
式中：Ｄ＝ ｑ ／ ｑｆ，本文把它称为修正应力水平，由于岩

土材料的式（３）表达式往往比较复杂，难以根据试

验数据直接归纳确定．但对于一些简单加载工况，已
经总结出许多剪应变蠕变公式，如 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ［４］

和 Ｍｅｓｒｉ［５］剪应变蠕变经验公式等等．如果能够根据

这些经验公式获得式（３），就可以把它用于软土剪

切弹黏塑性本构方程的建模工作．
剪切流变等效时间线如图 ２ 示意图所示．考虑

到剪应力等于零时剪切蠕变量也为零，为了扩大

Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 剪切蠕变经验公式的应用范围，把常

修正应力水平下软土黏塑性剪应变随时间变化规律

修正为

γｖｐ ＝ γｖｐ
ａ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （

ｔａ
ｔｒ
）

ｍ

． （４）

式中：γｖｐ
ａ 为黏塑性剪应变特征常数，ｔａ 为常修正应

力水平下蠕变的持续时间，ｔｒ 为参考时间，Ｂｒ 为基于

参考时间 ｔｒ 的黏塑性剪切系数，α 为修正应力水平

影响系数，ｍ 为黏塑性剪切指数．
参考等效时间线 等效时间线

剪
应

力
q

ta=ta1 ta2(tr)ta3 ta4 ta5

(i+1)
(i+2)

(i+2)

(i+1)

黏塑性剪应变γvp

图 ２　 黏土的剪切蠕变示意

Ｆｉｇ．２　 Ｓｈｅａｒ ｃｒｅｅｐ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｌａｙ

对式（４）按时间求导得

γｖｐ· ＝
ｍＢｒ

ｔｍｒ
［ｅｘｐ（αＤ） － １］ ｔｍ－１

ａ ． （５）

根据式（４）又可得

ｔａ ＝ ｔｒ
γｖｐ － γｖｐ

ａ

Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］{ }
１
ｍ

． （６）

把式（６）代入到式（５）得

γｖｐ· ＝ ｍ
ｔｒ

｛Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］｝
１
ｍ （γｖｐ － γｖｐ

ａ ）
ｍ－１
ｍ ．

（７）
　 　 由于式（４）中的 Ｄ 和 γｖｐ涵盖了实际可能发生

的所有修正应力水平和黏塑性剪应变，故根据

式（７）可以获得与任意一对（Ｄ，γｖｐ）相对应的黏塑

性剪应变速率．根据式（３）假定，软土的黏塑性剪应

变速率唯一地取决于修正应力水平和黏塑性剪应

变；因此式（７）必须与式（３）相同，否则就会出现同

一对（Ｄ，γｖｐ）值对应于两个不同γｖｐ·
值现象，与黏塑

性剪应变速率唯一地取决于修正应力水平和黏塑性

剪应变的假定相违背．
由于式（７）与式（３）相同，故式（７）可以用于任

意一种加载历史（加载工况）．从式（４）推出式（７）的
过程中， ｔａ 起到了中间桥梁的关键作用，同时，式
（４）中的 ｔａ 值具有不会随着参考时间 ｔｒ 取值的改变

而改变的优良性质，因此把 ｔａ 称为绝对等效时间，
相应地 ｔｒ 称为参考等效时间．把式（４）称为黏塑性
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剪应变—剪应力—绝对等效时间之间存在的唯一性

关系方程．把式（２）和式（７）代入到式（１）中的第二

式得

γ· ＝ ｑ·

３Ｇ
＋ ｍ

ｔｒ
Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］{ }

１
ｍ （γｖｐ － γｖｐ

ａ ）
ｍ－１
ｍ ．

（８）
式（８）是基于绝对等效时间的软土剪切弹黏塑性模型．
１．２　 采用相对等效时间表示的流变模型表达式

在某些条件下，已知 ｔａ ＝ ｔｒ 和 Ｄ＝Ｄｒ 时的黏塑性

剪应变 γｖｐ
ｒ ，此时根据式（４）可得

γｖｐ
ａ ＝ γｖｐ

ｒ － Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤｒ） － １］ ． （９）
定义相对等效时间 ｔｅ 为绝对等效时间与参考等效

时间之差，故有

ｔｅ ＝ ｔａ － ｔｒ ． （１０）
等效时间 ｔｅ 值会随着参考时间 ｔｒ 取值的改变而发

生改变，具有相对等效时间的性质，与文献［１１］一

样把它简称为等效时间．把式（１０）代入式（４）得
　 　 　 γｖｐ ＝ γｖｐ

ｒ － Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤｒ） － １］ ＋

Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （
ｔｒ ＋ ｔｅ
ｔｒ

）
ｍ

． （１１）

把式（９）代入到式（８）可得基于参考点（Ｄｒ，ｔｒ）的剪

切流变方程为

γ· ＝ ｑ·

３Ｇ
＋ ｍ

ｔｒ
｛Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］｝

１
ｍ ×

｛γｖｐ － γｖｐ
ｒ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤｒ） － １］｝

ｍ－１
ｍ ． （１２）

式（１２）是基于 ｔｒ 线上参考点的剪切弹黏塑性模型．
当然，式（１２）与式（８）是相互等价的．

２　 特定条件下的流变方程解

２．１　 完全排水条件下单级施荷时的流变方程解

设 ｔ＝ ０ 时土体所处的绝对等效时间为 ｔａ０，剪应

力为 ｑ０，破坏剪应力为 ｑｆ０，修正应力水平为 Ｄ０ ＝
ｑ０ ／ ｑｆ０，剪应变为 γ０ ．现分析三轴固结排水试验中围

压 σ３ 保持不变时剪应力从 ｑ０ 瞬时加载到 ｑ 时的流

变方程解．
完全排水条件下的超孔压接近于零，故有效应

力 σ′３ 等于围压 σ３，根据摩尔－库伦强度准则可知破

坏剪应力与有效围压 σ′３ 之间的关系为

ｑｆ ＝ Ｋ′ｐσ′３ ＋ Ｃ′ ＝ Ｋ′ｐσ３ ＋ Ｃ′． （１３）
令 φ′为有效内摩擦角，ｃ′为黏聚力，在式（１３）中：

Ｋ′ｐ ＝ ２ｓｉｎφ′
１ － ｓｉｎφ′

，Ｃ′ ＝ ２ｃｏｓφ′
１ － ｓｉｎφ′

ｃ′． （１４）

由于 σ３ 保持不变，同一种土的 Ｋ′ｐ 和 Ｃ′也是常数，
故 ｑｆ ＝ ｑｆ０也保持不变．

第一步，瞬时加载过程．由于剪应力从 ｑ０ 到 ｑ 是

瞬时加载的，加载过程的用时为 ０，故瞬时加载前后

的时间 ｔ 都为零．对式（８）积分求解得

γ１ ＝ γ０ ＋
ｑ － ｑ０

３Ｇ
． （１５）

设瞬时加载到 ｑ 时的绝对等效时间为 ｔｍａ１，相应的黏

塑性剪应变为 γｖｐ
１ ．把唯一性关系方程式（４）用于瞬

时加载结束工况，有：

γｖｐ
１ ＝ γｖｐ

ａ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （
ｔａ１
ｔｒ
）

ｍ

． （１６）

根据瞬间加载前后黏塑性剪应变不变性质和

式（４），有：

ｔａ１ ＝ ｔａ０ ［
ｅｘｐ（αＤ０） － １
ｅｘｐ（αＤ） － １

］
１
ｍ

． （１７）

　 　 第二步，当 ｔ＞０ 时，是恒定修正应力水平下的蠕

变变形．由式（１３）可知剪应力也恒定，根据式（８）
可得：

ｄ（γｖｐ － γｖｐ
ａ ）

ｍ （γｖｐ － γｖｐ
ａ ）

ｍ－１
ｍ

＝ １
ｔｒ

｛Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］｝
１
ｍ ｄｔ．

（１８）
求解式（１８）得

γｖｐ ＝ γｖｐ
ａ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （

ｔ ＋ ｔａ１
ｔｒ

）
ｍ

． （１９）

由于该阶段的剪应力保持不变，所以弹性剪应变等

于瞬时加载到 ｑ 时的弹性剪应变．令 γｅ
１ 为瞬时加载

到 ｑ 时的弹性剪应变，根据 γ１ ＝γｅ
１＋γｖｐ

１ 和式（１５）有

γｅ ＝ γｅ
１ ＝ γ０ ＋

ｑ － ｑ０

３Ｇ
－ γｖｐ

１ ． （２０）

令：

γｖｐ
ａ０ ＝ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ０） － １］ （

ｔａ０
ｔｒ
）

ｍ

． （２１）

　 　 由式（１６） ～ （１７）、式（１９）、式（２０） ～ （２１）和

γ＝γｅ＋γｖｐ得

γ ＝ γ０ ＋
ｑ － ｑ０

３Ｇ
＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （

ｔ ＋ ｔａ１
ｔｒ

）
ｍ

－ γｖｐ
ａ０ ．

（２２）
式（２２）即是完全排水条件下单级瞬时施加剪应力

的流变方程解．
２．２　 完全排水条件下多级加载时的流变方程解

设 ｔ＝ ０ 时土体的初始条件如 ２．１ 节，现求三轴

固结排水试验中围压 σ３ 保持不变时剪应力从 ｑ０ 开

始瞬时施加到 ｑ１ 后维持时间 ｔｃ１，然后瞬时施加到 ｑ２

后维持时间 ｔｃ２，．．． 然后瞬时施加到 ｑｎ 后维持 ｔｃｎ，．．．
直到施加到 ｑＮ 后剪应变随时间变化的流变方程解．

根据式（１３）可知围压 σ３ 保持不变时 ｑｆ 也保持

不变．令 Ｄ１ ＝ ｑ１ ／ ｑｆ，根据式（２２）可得剪应力从 ｑ０ 瞬
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时施加到 ｑ１ 后维持时间 ｔｃ１时的剪应变为

　 　 　 γ１ ＝ γ０ ＋
ｑ１ － ｑ０

３Ｇ
＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ１） － １］ ×

（
ｔｃ１ ＋ ｔａ１

ｔｒ
）

ｍ

－ γｖｐ
ａ０ ． （２３）

令 Ｄ２ ＝ ｑ２ ／ ｑｆ，由于剪应力从 ｑ１ 瞬时施加到 ｑ２ 的过

程中所用的时间为零，从式（１５）可知在这个过程中

只有弹性变形而无黏塑性变形，故瞬时施加到 ｑ２ 时

的黏塑性剪应变等于加载前 ｑ１ 荷载下维持时间 ｔｃ１
时的黏塑性剪应变． 由此根据式 （ １６） 和式 （ １９）
可得：

γｖｐ
２ ＝ γｖｐ

０ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ１） － １］ （
ｔｃ１ ＋ ｔａ１

ｔｒ
）

ｍ

－ γｖｐ
ａ０ ．

（２４）
根据瞬时施加到 ｑ２ 前后的唯一性关系方程式（４），
可得瞬时施加到 ｑ２ 时的绝对等效时间 ｔａ２为

ｔａ２ ＝ ｔｃ１ ［
ｅｘｐ（αＤ１） － １
ｅｘｐ（αＤ２） － １

］
１
ｍ

＋ ｔａ０ ［
ｅｘｐ（αＤ０） － １
ｅｘｐ（αＤ２） － １

］
１
ｍ

．

（２５）
重复 ２．１ 节中从式（１８） ～ （２２）的推导过程，可得瞬

时施加到 ｑ２ 后维持时间 ｔｃ２时的剪应变为

γ２ ＝ γ０ ＋
ｑ２ － ｑ０
３Ｇ

＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤ２） － １］ （
ｔｃ２ ＋ ｔａ２

ｔｒ
）
ｍ

－ γｖｐ
ａ０．

（２６）
以此类推，令 Ｄｎ ＝ ｑｎ ／ ｑｆ，从 ｑｎ－１瞬时施加到 ｑｎ 时的

黏塑性剪应变为

γｖｐ
ｎ ＝ γｖｐ

０ ＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤｎ－１） － １］ （
ｔｃ（ｎ－１） ＋ ｔａ（ｎ－１）

ｔｒ
）
ｍ

－ γｖｐ
ａ０．

（２７）
相应的绝对等效时间 ｔａｎ为

ｔａｎ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｔｃｉ ［

ｅｘｐ（αＤｉ） － １
ｅｘｐ（αＤｎ） － １

］
１
ｍ

＋ ｔａ０ ［
ｅｘｐ（αＤ０） － １
ｅｘｐ（αＤｎ） － １

］
１
ｍ

．

（２８）
瞬时施加到 ｑｎ 后维持时间 ｔｃｎ时的剪应变为

γｎ ＝ γ０ ＋
ｑｎ － ｑ０
３Ｇ

＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤｎ） － １］ （
ｔｃｎ ＋ ｔａｎ

ｔｒ
）
ｍ

－ γｖｐ
ａ０．

（２９）
故当 ｎ＝Ｎ 时，设多级加载从 ｑ０ 开始的总持续时间

为 ｔ，则从瞬时加载 ｑＮ 后起算的持续时间为

ｔＮ ＝ ｔ － ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ｔｃｉ ． （３０）

故施加到 ｑＮ 后剪应变随时间变化的流变方程解为

γＮ ＝ γ０ ＋
ｑＮ － ｑ０
３Ｇ

＋ Ｂｒ［ｅｘｐ（αＤＮ） － １］ （
ｔＮ ＋ ｔａＮ

ｔｒ
）
ｍ

－ γｖｐ
ａ０．

（３１）

２．３　 有效围压和剪应力随时间变化的流变方程解

设 ｔ＝ ０ 时的初始条件与 ２．１ 节相同．现在研究

常规三轴条件下有效围压和剪应力分别按 σ′３（ ｔ）和
ｑ（ ｔ）变化时的流变方程解．

由式（１３）可知 ｑｆ 与 σ′３（ ｔ）的关系为

ｑｆ ＝ Ｋ′ｐσ′３（ ｔ） ＋ Ｃ′． （３２）
把式（３２）和 ｑ（ ｔ）代入到式（８）并利用 γ＝γｅ＋γｖｐ得

ｄ［（γｖｐ － γｖｐ
ａ ）

１
ｍ ］ ＝

　 １
ｔｒ

｛Ｂｒ［ｅｘｐ（α
ｑ（ ｔ）

Ｋｐσ′３（ ｔ） － ｑ（ ｔ） ＋ Ｃ′
） － １］｝

１
ｍ
ｄｔ．

（３３）
令：

Ｆ ｔ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
［ｅｘｐ（α ｑ（ ｔ）

Ｋｐσ′３（ ｔ） － ｑ（ ｔ） ＋ Ｃ′
） － １］

１
ｍ
ｄｔ．

（３４）
对初始条件运用式（４）和式（２１）可得 γｖｐ

ａ ＝ γｖｐ
０ －γｖｐ

ａ０ ．
对式（３３）求解并利用式（３４）和 γｖｐ

ａ ＝γｖｐ
０ －γｖｐ

ａ０得

γｖｐ － γｖｐ
０ ＝ Ｂｒ ［

Ｆ ｔ（ ｔ）
ｔｒ

＋ （
γｖｐ

ａ０

Ｂｒ
）

１
ｍ

］
ｍ

－ γｖｐ
ａ０ ． （３５）

根据 γ ＝ γｅ ＋ γｖｐ、γ０ ＝ γｅ
０ ＋ γｖｐ

０ 和∫γｅ
γｅ０
ｄγｅ ＝ ∫ｑ（ ｔ）

ｑ０

１
３Ｇ

ｄｑ

可得

γ ＝ γ０ ＋
ｑ（ ｔ） － ｑ０

３Ｇ
＋ γｖｐ － γｖｐ

０ ． （３６）

把式（３５）代入到式（３６）得

γ ＝ γ０ ＋
ｑ（ ｔ） － ｑ０

３Ｇ
＋ Ｂｒ ［

Ｆ ｔ（ ｔ）
ｔｒ

＋ （
γｖｐ

ａ０

Ｂｒ
）

１
ｍ

］
ｍ

－ γｖｐ
ａ０ ．

（３７）
　 　 现在用式（３７）分析三轴固结不排水试验中的剪

切蠕变发展规律．设多级剪应力的加载方式为：保持

围压 σ３ 不变，剪应力从 ｑ０ 开始瞬时施加到 ｑ１ 后维持

时间 ｔｃ１，然后瞬时施加到 ｑ２ 后维持时间 ｔｃ２，再瞬时施

加到 ｑ３ 维持时间 ｔｃ３，．．．瞬时施加到 ｑｎ 后维持 ｔｃｎ，…
直到施加到 ｑＮ ．设多级加载从 ｑ０ 开始起算的总持续

时间为 ｔ，则从加载 ｑｎ 后起算的持续时间为

ｔｎ ＝ ｔ － ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｔｃｉ ． （３８）

　 　 借鉴钱寿易和符圣聪提出的三轴固结不排水试

验的孔压经验公式［１３］，建议多级加载过程中孔压随

时间的变化规律可近似按如下公式进行计算：

Ｕｎ（ ｔｎ） ＝ Ｕｎ－１（ ｔｃ（ｎ－１） ＋ β
ｑｎ － ｑｎ－１

３
＋

β ［ｂｃ

ｑｎ

ｑｆ０

－ ａｃ （
ｑｎ

ｑｆ０
）

２

］ｑｎ － Ｕｎ－１{ }
ｔｎ

ｔｎ ＋ ｔｃ
． （３９）
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式中：Ｕｎ－１为上一级荷载结束时的孔压，Ｕ０ ＝ ０；β 为

Ｓｋｅｍｐｔｏｎ 系数，对于饱和土取 β ＝ １．０；ｂｃ、ａｃ 和 ｔｃ 是

与土性有关的系数．令：

ａｎ ＝ β ［ｂｃ

ｑｎ

ｑｆ０

－ ａｃ （
ｑｎ

ｑｆ０
）

２

］ｑｎ － Ｕｎ－１{ } ，

ｂｎ ＝ σ３ － Ｕｎ－１（ ｔｃ（ｎ－１）） － β
ｑｎ － ｑｎ－１

３
－ ａｎ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４０）
则第 ｎ 级剪应力 ｑｎ 作用下有效围压 σ′３（ ｔ）随时间的

变化规律为

σ′３（ ｔ） ＝ σ３ － Ｕｎ（ ｔｎ） ＝ ｂｎ ＋
ａｎ ｔｃ

ｔｎ ＋ ｔｃ
． （４１）

令： ξｎ ＝ Ｋ′ｐｂｎ ＋ Ｃ′ － ｑｎ，ηｎ ＝ Ｋｐ′ａｎ ／ ξｎ，ｔＳｎ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｔｃｉ 和

ｔＳ０ ＝ ０，Ｆｔｎ（ｔ） ＝ ∫ｔ
０
［ｅｘｐ（

αｑｎ
ξｎ

ｔｎ ＋ ｔｃ
ｔｎ ＋ （１ ＋ ηｎ）ｔｃ

） － １］
１
ｍ

ｄｔｎ，

把式（３８） 和式（４１） 代入到式（３４） 可得第Ｎ级剪应

力 ｑＮ 作用下 Ｆ ｔ（ ｔ） 值为

Ｆ ｔ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ－１

ｎ ＝ １
Ｆ ｔｎ（ ｔｃｎ） ＋ Ｆ ｔＮ（ ｔＮ） ． （４２）

把式（４２）代入到式（３７）可得第 Ｎ 级剪应力 ｑＮ 作用

下剪应变随时间变化的流变方程解为

γ ＝ γ０ ＋
ｑ（ ｔ） － ｑ０

３Ｇ
＋ Ｂｒ [∑

Ｎ－１

ｎ ＝ １

Ｆ ｔｎ（ ｔｃｎ）
ｔｒ

＋
Ｆ ｔＮ（ ｔＮ）

ｔｒ
＋

（
γｖｐ

ａ０

Ｂｒ
）

１
ｍ

]
ｍ
－ γｖｐ

ａ０ ． （４３）

２．４　 模型参数的确定方法

从式（８）流变模型本身看，需要 ５ 个模型参数，
分别是：剪切弹性模量 Ｇ、黏塑性剪应变特征常数

γｖｐ
ａ 、基于参考时间 ｔｒ 的黏塑性剪切系数 Ｂｒ、修正应

力水平影响系数 α 和黏塑性剪切指数 ｍ．
另外计算修正应力水平时需要确定破坏剪应

力，需要 ２ 个土工参数：分别是有效内摩擦角 φ′和
黏聚力 ｃ′．

两者加起来共 ７ 个参数．这 ７ 个参数中，φ′和 ｃ′
的确定方法与经典土力学相同．Ｇ 可以根据式（１５）
通过剪应力和骤然加载时产生的瞬时剪应变之间的

关系来确定，也可以根据卸载时剪应力与剪应变的

关系来确定．地基承受的修正应力水平通常在 １０％
～６０％的范围内变化，考虑到岩土剪切弹性本构关

系具有一定的非线性，故把 Ｇ 值取为修正应力水平

１０％～６０％的剪切割线模量．
为方便地确定参数 Ｂｒ，不失一般性，本文把参考

时间 ｔｒ 取为 １ 天（１ ｄ），用 ｔ１ｄ ＝ １ ｄ 来表示，并把与参

考时间 ｔ１ｄ ＝１ ｄ 对应的黏塑性剪切系数用 Ｂ１ｄ来表示．

由于剪切流变方程是软土剪切流变客观规律的反映，
它不会随着所选用的参考时间 ｔｒ 的变化而发生变化，
因此当选用其它参考时间 ｔｒ 时，与 ｔｒ 对应的黏塑性剪

切系数 Ｂｒ 与 Ｂ１ｄ的关系应该满足下式：

Ｂｒ （
１
ｔｒ
）

ｍ

＝ Ｂ１ｄ （ １
ｔ１ｄ

）
ｍ

，即 Ｂｒ ＝ Ｂ１ｄ （
ｔｒ
ｔ１ｄ

）
ｍ

．（４４）

式（４４）表明，只要知道 Ｂ１ｄ值，就可以知道其它参考

时间的 Ｂｒ，故只要确定 Ｂ１ｄ就可以了．
为了简化剪切流变模型表达式，本文假定剪应力

等于零时蠕变为零，即 γｖｐ
ａ ＝０．故根据式（４）和式（４４）得

γｖｐ ＝ Ｂ１ｄ［ｅｘｐ（αＤ） － １］ （
ｔａ
ｔ１ｄ

）
ｍ

． （４５）

令 γｖｐ
Ｄ ＝ ｌｎＢ１ｄ＋ｌｎ［ｅｘｐ（αＤ） －１］，对式（４５）两边求对

数得

ｌｎγｖｐ ＝ γｖｐ
Ｄ ＋ ｍｌｎ（ ｔａ ／ ｔ１ｄ） ． （４６）

对于三轴排水试验，同一级剪应力的 σ３ 不变，Ｄ 值是

一个常数，故 γｖｐ
Ｄ 也是一个常数，根据式（４６）进行线

性回归可以获得 ｍ 和各个修正应力水平 Ｄｉ 下的 γｖｐ
Ｄｉ ．

令 Ｂ∗
１ｄ ＝ｌｎＢ１ｄ，根据非线性回归分析理论［１４］，系数

Ｂ∗
１ｄ和 α 应当使∑

Ｎ

ｉ ＝ １
｛γｖｐ

Ｄｉ － Ｂ∗
１ｄ － ｌｎ［ｅｘｐ（αＤｉ ）－１］｝２ 达

到最小，由此可得

∑
Ｎ

ｉ ＝１
γｖｐ

Ｄｉ － ＮＢ∗
１ｄ －∑

Ｎ

ｉ ＝１
ｌｎ［ｅｘｐ（αＤｉ） － １］ ＝ ０，

∑
Ｎ

ｉ ＝１

Ｄｉｅｘｐ（αＤｉ）
ｅｘｐ（αＤｉ） － １

｛γｖｐ
Ｄｉ － Ｂ∗

１ｄ － ｌｎ［ｅｘｐ（αＤｉ） － １］｝ ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４７）
对式（４７）采用改进的高斯－牛顿迭代法进行求解，
可以获得 Ｂ∗

１ｄ和 α，进而获得 Ｂ１ｄ和 α．

３　 算例验证

福建省漳州市受九龙江洪流和潮汐影响，分布有

深厚软弱地层，属第四系全新世海陆交互相软土，具
有高压缩性、高灵敏度、低承载力和低强度等力学特

性．为了深入了解和掌握漳州市九龙江河口区域软土

的蠕变特性，张先伟对漳州市开发区内九龙江出海口

南岸的粉质淤泥进行了三轴固结排水蠕变试验［１５］ ．试
验土样的取样深度为 １４ ｍ，深灰色，滑腻光滑，含有机

质，稍具臭味，其基本力学性质如表 １ 所示．
表 １　 粉质淤泥的物理力学性质［１５］

Ｔａｂ．１　 Ｐｈｙｓｉｃｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｉｌｔｙ ｓｌｕｄｇｅ［１５］

含水量

ｗ ／ ％

土粒密度 ｄγ ／

（ｋｇ·ｍ－３）

天然重度 γ ／

（ ｋＮ·ｍ－３）

孔隙比

ｅ

液限

ｗＬ ／ ％
塑限

ｗＰ ／ ％

６９．０ ２．７４ １６．１ １． ８７ ６３．０ ３５．６

　 　 软土蠕变试验在三轴仪上按固结排水方案实
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施．选用的围压 σ３ 分别为 １００ ｋＰａ、 １５０ ｋＰａ 和

２００ ｋＰａ．固结完成后保持 σ３ 不变，再分级施加剪应

力，各级剪应力作用下剪应变随时间发展的试验数

据如图 ３～５ 所示．
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图 ３　 σ３ ＝１００ ｋＰａ 时分级荷载下剪应变随时间变化曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｓｈｅａｒ ｓｔｒａｉｎ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｔａｇｅ ｌｏａｄｉｎｇ
ｆｏｒ σ３ ＝ １００ ｋＰａ
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图 ４　 σ３ ＝１５０ ｋＰａ 时各级荷载下剪应变随时间变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｓｈｅａｒ ｓｔｒａｉｎ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｔａｇｅ ｌｏａｄｉｎｇ
ｆｏｒ σ３ ＝ １５０ ｋＰａ
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图 ５　 σ３ ＝２００ ｋＰａ 时各级荷载下剪应变随时间变化曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｓｈｅａｒ ｓｔｒａｉｎ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｔａｇｅ ｌｏａｄｉｎｇ
ｆｏｒ σ３ ＝ ２００ ｋＰａ

　 　 为了运用本文模型模拟图 ３ ～ ５，需确定模型参

数．首先，利用张先伟［１５］ 实施的土工试验获得漳州

软土的强度指标为 φ′和 ｃ′，见表 ２．其次，从图中可

以看出，在每一级剪应力施加初期，剪应变随时间的

变化较为迅速，随着时间增长，剪应变增长速度逐渐

变慢．采用随时间幂函数变化模型能较为合适地反

映各级剪应力作用下剪应变的增长规律．为此，把
图 ３中分级加载试验数据按照陈氏法［１５］ 转化为分

别加载试验数据，然后对分别加载试验数据按照

式（４５） ～ （４６）和相同的 ｍ 值进行线性回归分析，求
得 ｍ＝ ０．０６２ ５ 和各级剪应力 ｑ 作用下的 γｖｐ

Ｄ 值．根据

式（１３） ～ （１４）和 σ３ 计算 ｑｆ 值，然后根据 ｑ 和 Ｄ ＝
ｑ ／ ｑｆ计算 Ｄ，由此可得图 ６ 中“γｖｐ

Ｄ 值”数据点．再利用

式（４７）进行非线性回归求得 β１ｄ ＝ ２．８２ 和 α ＝ １．８６，
根据 β１ｄ和 α 值绘制成回归曲线如图 ６ 所示．其它模

式参数也可以按照第 ２．４ 节介绍的方法确定，并把

它们全部汇总到表 ２ 中，便于理论分析应用．
表 ２　 粉质淤泥的剪切弹黏塑性模型参数

Ｔａｂ．２ 　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｅｌａｓｔｏ⁃ｖｉｓｃｏｐｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｉｌｔｙ
ｓｌｕｄｇｅ

Ｇ ／ ＭＰａ γｖｐ
ａ β１ｄ α ｔｒ ／ ｄ ｍ φ′ ／ （°） ｃ′ ／ ｋＰａ

８．３３ ０ ２．８２ １．８６ １．０ ０．０６２ ５ ２７．８ １７．６
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图 ６　 γｖｐ
Ｄ 值及其回归曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｖａｌｕｅ ｏｆ γｖｐ
Ｄ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

　 　 选用表 ２ 所示的模型参数对试验结果进行模

拟．由于表 ２ 中 β１ｄ 是基于 ２４ ｈ （１ ｄ） 测定的，而
图 ３～５中横坐标的单位是 ｈ，因此需要根据式（４４）
把 β１ｄ换成是参考时间为 １ ｈ 的 βｒ 值，本文用 β１ｈ来

表示，其值等于 β１ｈ ＝ β１ｄ（１ ／ ２４）ｍ ＝ ２．３１．模拟结果表

明，等效时间流变模型能较好地体现出剪切蠕变的

如下发展特点：１）当围压保持不变时，随着修正应

力水平的增加蠕变速率增大，剪应变增长幅值增快；
２）当修正应力水平保持不变时，随着围压的增加蠕

变速率减小，剪应变增加幅值相应较小；３）剪切蠕

变量主要发生在剪应力施加初期阶段，随着时间增

长，蠕变速率逐渐变慢．从图 ３ ～ ５ 可以看出模型预

测结果与试验数据相互之间较为吻合．

４　 结　 论

本文通过修正 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 剪应变蠕变经验

公式，使之适用于低修正应力水平工况，利用 Ｙｉｎ⁃
Ｇｒａｈａｍ 提出的等效时间法，建立了剪切弹黏塑性流

变模型，获得了以下研究成果：
１）发展了 Ｙｉｎ⁃Ｇｒａｈａｍ 提出的等效时间法． Ｙｉｎ

和 Ｇｒａｈａｍ 根据黏塑性应变速率唯一地取决于应力

与应变的性质提出体应变流变速率方程．本文吸收

·９８·第 ６ 期 胡亚元：软土的等效时间线剪切流变模型



了非平衡态热力学在耗散空间中运用耗散热力学量

建立材料不可逆本构方程的建模思想，根据黏塑性

应变速率唯一地取决于耗散应力与黏塑性应变的性

质建立剪应变流变速率方程，使等效时间法的物理

概念更加严谨，扩大了等效时间法建立弹黏塑性本

构模型的应用范围．
２）根据修正 Ｓｉｎｇｈ⁃Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 剪应变蠕变经验公

式，建立了等效时间线剪切弹黏塑性流变模型，获得

了完全排水条件下单级、多级加载的流变方程解以

及围压和剪应力随时间任意变化条件下的流变方

程解．
３）采用本文模型与三轴固结排水分级加载剪

切蠕变试验成果进行了对比，模型预测结果与试验

数据较为吻合，说明本文模型具有实用性，具有反映

剪应变随修正应力水平、有效围压和持续时间等影

响因素变化规律的能力．
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