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摘　 要： 针对增广的拉格朗日乘子法在求解鲁棒性主成分分析，特别是当数据同时受到稀疏噪声和高斯噪声的干扰时，计算

精度会降低，数据降维去噪任务不能很好完成的情况，提出改进的增广拉格朗日乘子法来解决上述问题．一是用基于最优乘子

初始化的改进增广拉格朗日乘子法来提高算法的计算精度，二是针对鲁棒性主成分分析，提出一个带高斯噪声的凸优化模型．
实验结果表明，本文提出的最优乘子初始化改进算法赋予增广的拉格朗日乘子法一个最优的拉格朗日乘子，从而提高算法的

计算精度，而凸优化模型能够清晰地将高斯噪声和稀疏噪声从数据矩阵中分离出去，进而提高数据对高斯噪声的鲁棒性．
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　 　 现实中存在的高维数据诸如图像、视频、生物信

息、文档等大都分布在一个低维的数据空间上．随着

科学技术和社会的发展，这些数据的维数也在快速

增长．数据维数越高，对数据进行处理的难度和复杂

度也就越高．所以在数据处理之前进行有效的数据

降维就显得尤为重要［１－４］ ．
主 成 分 分 析［１］ ＰＣＡ （ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

ａｎａｌｙｓｉｓ）作为对高维数据进行数据降维的有效方法

之一，是一种无监督的降维方法，它使用奇异值分解

ＳＶＤ （ｓｉｎｇｕｌａｒ ｖａｌｕｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）对数据进行降维．
当高维数据受到的干扰足够小时，主成分分析可表

现出良好的性能．然而当高维数据受到的噪声干扰

很大时，主成分分析并不能很好地完成降维任务，有
时还会给出一个与全局最优解相违背的值．所以为

提高主成分分析的鲁棒性，文献［２］提出了鲁棒性

主成 分 分 析 ＲＰＣＡ （ ｒｏｂｕｓｔ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ａｎａｌｙｓｉｓ） ． 鲁棒性主成分分析定义原始数据矩阵 Ｏ
由两个部分组成：低秩部分 Ｐ 和稀疏噪声部分 Ｑ，即
原始数据矩阵可以表示为 Ｏ ＝ Ｐ ＋ Ｑ，而稀疏噪声矩

阵 Ｑ 中非零元素大都具有较大的值． 实践证明即使

在高维数据受到很大的噪声时，鲁棒性主成分分析



仍能很好的完成降维任务．在所有求解鲁棒性主成

分分析的算法中，增广的拉格朗日乘子法是现有方

法中运算速度最快、求解精度最高的算法，但是也发

现增广的拉格朗日乘子法还有一些方面需要进一步

提升，例如当乘子的初始值不够接近最优值，算法的

运算精度将会减小，并且内外层循环的次数也将变

多，进而导致增广的拉格朗日乘子法的计算精度减

小，这意味着通过赋予乘子一个足够优化的初始值，
算法的计算精度会随之提高，而算法中运行奇异值

分解的次数也会随之减少．本文提出一种迭代求解

的方法来获得足够优化的拉格朗日乘子，进而提高

增广拉格朗日乘子法的运算精度．
同时根据文献［５］介绍可知，除了贝叶斯鲁棒

性主成分分析之外，其它用于求解鲁棒性主成分分

析的方法都基于这样一个假设———原始数据矩阵由

低秩数据矩阵和稀疏噪声两部分组成．但是现实中

的数据矩阵常常同时受到高斯噪声和稀疏噪声的干

扰，现有算法都会因受到高斯噪声的干扰而变得不

准确．因此本文为鲁棒性主成分分析提出一个新的

凸优化模型，把原始数据分为低秩数据、稀疏噪声和

高斯噪声 ３ 个部分，并使用一个改进增广的拉格朗

日乘子算法来求解这个新的凸优化模型．通过实验

结果的对比可知，当原始数据同时受到高斯噪声和

稀疏噪声的干扰时，本文方法在求解鲁棒性主成分

分析的过程中表现出很好的效果．

１　 鲁棒性主成分分析求解方法

鲁棒性主成分分析因其在数据受到稀疏噪声扰

动时也能表现出很好的鲁棒性，所以越来越受到人

们的关注，并提出了很多用于解决鲁棒性主成分分

析的方法［２，５－８，１０－１３］，这些方法一般可被分为 ３ 类：基
于凸优化模型的方法、基于贝叶斯理论的方法和基

于 Ｍ 估计的方法．
１．１　 基于贝叶斯理论的方法

贝叶斯鲁棒性主成分分析 （ ｂａｙｅｓｉａｎ ｒｏｂｕｓｔ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ， ＢＲＰＣＡ） ［６］是基于一个

分层贝叶斯框架的方法．它将原始数据矩阵看作由 ３
个部分构成：低秩数据部分Ｐ，稀疏部分Ｑ和高斯噪

声部分 Ｒ，即在贝叶斯鲁棒性主成分分析中，原始数

据矩阵为Ｏ ＝ Ｐ ＋ Ｑ ＋ Ｒ．其对应的贝叶斯模型为Ｏ ＝
Ｕ（ＭΛ）Ｖ ＋ Ｎ 􀳱 Ｌ ＋ Ｒ，其中，Ｕ∈Ｒｎ×ｋ，Ｖ∈Ｒｋ×ｍ，Λ
∈ Ｒｋ×ｋ 是一个对角矩阵，Ｌ∈Ｒｎ×ｍ，而 􀳱 表示哈达马

积．此外，对角矩阵 Λ对角线上的元素取值为 ０ 或 １，
矩阵 Ｎ 的元素取值为 ０ 或 １ 且分布稀疏． 文

献［６］ 中， 使用蒙特卡罗马尔可夫链和变分贝叶斯

两种方法来求解该贝叶斯模型．

１．２　 基于 Ｍ 估计的方法

考虑到现实数据受到的干扰噪声并不是稀疏

的，为了从受到非稀疏噪声干扰的数据中恢复原始

数据， 文献［７－８］提出一种针对低秩矩阵恢复的鲁

棒性框架，该类方法使用鲁棒性的 Ｍ 估计来求解鲁

棒性的主成分分析，然后通过求解这个带有正则项

的线性逆问题来得到初始 Ｍ 估计问题的解［９］ ．
１．３　 基于凸优化模型的方法

基于凸优化模型的方法旨在解决具有以下形式

的凸优化问题：
ｍｉｎ
Ｐ，Ｑ

‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１， ｓ．ｔ． Ｏ ＝ Ｐ ＋ Ｑ ． （１）

式中： ‖Ｐ‖∗ 为矩阵 Ｐ 的核范数，核范数通过计算

矩阵奇异值和得到可代表矩阵秩的特性； ‖Ｑ‖１

为矩阵 Ｑ 的 ｌ１ 范数；ｌ１ 范数通过计算矩阵中所有元

素的绝对值之和得到可代表矩阵稀疏的特性；λ 是

一个大于零的权重参数． 求解该模型的常用方法有

迭代阈值法 ＩＴ （ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ） ［１１］、
近端梯度法 ＰＧ （ｐｒｏｘｉｍａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｐｐｒｏａｃｈ） ［１１］和加

速的近端梯度法 ＡＰＧ （ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅ ｐｒｏｘｉｍａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ａｐｐｒｏａｃｈ） ［１０，１４］ ．

２　 基于最优乘子初始化的改进增广拉

格朗日乘子法

　 　 增 广 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ＡＬＭ （ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ
ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ａｐｐｒｏａｃｈ）在文献［５］中提出，它几

乎是现有基于凸优化模型方法中运算速度最快、精
度最高的方法， 在每次更新完 Ｙ 值之后只更新一次

Ｐｋ，Ｑｋ 值就足以求出一个收敛解．但是该方法赋予

乘子 Ｙ 的初始值不是乘子的最优值，这将导致算法

的运算精度无法达到最优，因此本文提出一种基于

最优乘子初始化的改进增广拉格朗日乘子法 ＭＥ－
ＡＬＭ（ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｌａｇｒａｎｇｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ａｐｐｒｏａｃｈ），该方法能够赋予乘子一个最优

的初始值并以此提高算法的运算精度．
根据凸优化的对偶理论，可通过求解拉格朗日

函数的下确界得到式（１）的拉格朗日对偶函数为

　 ｄ（Ｙ） ＝ ｉｎｆ
Ｐ，Ｑ

Ｌ（Ｐ，Ｑ，Ｙ，α） ＝

　 　 　 　 ｉｎｆ
Ｐ，Ｑ

（‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１ ＋

　 　 　 　 ＜ Ｙ，Ｏ －Ｐ －Ｑ ＞＋ α
２
‖Ｏ －Ｐ －Ｑ‖２

Ｆ） ． （２）

对于乘子 Ｙ 的每一个值，拉格朗日对偶函数都

给出式（１） 目标函数 ‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１ 的最优值

的下界．可将式（２） 的形式简化成式（３） ．
ｄ（Ｙ） ＝ ｉｎｆ

Ｐ，Ｑ
［（‖Ｐ‖∗ － ＜ Ｙ，Ｐ ＞ ） ＋

（λ‖Ｑ‖１ － ＜ Ｙ，Ｑ ＞ ）］ ＋ ＜ Ｙ，Ｏ ＞ ＝
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＜ Ｙ，Ｏ ＞ ＋ ｉｎｆ
Ｐ，Ｑ

（‖Ｐ‖∗ － ＜ Ｙ，Ｐ ＞ ） ＋

ｉｎｆ
Ｐ，Ｑ

（λ‖Ｑ‖１ － ＜ Ｙ，Ｑ ＞ ） ＝

＜ Ｙ，Ｏ ＞ ，
－ ∞，{

‖Ｙ‖∗ ≤ １；
ｅｌｓｅ．

（３）

由于只有在 ‖Ｙ‖∗ ≤１的情况下，拉格朗日对

偶函数 ｄ（Ｙ） 有界，所以将乘子 Ｙ 的定义域定义为

‖Ｙ‖∗ ≤ １，据此定义式（１） 的拉格朗日对偶函

数为

ｄ（Ｙ） ＝ ＜ Ｙ，Ｏ ＞ ，　 ‖Ｙ‖∗ ≤ １ ． （４）
　 　 即可通过最大化 ｄ（Ｙ） 的值来得到拉格朗日函

数 Ｌ（Ｐ，Ｑ，Ｙ，α） 的最优下界．它对应的拉格朗日对

偶问题为

ｍａｘ
Ｙ

＜ Ｙ，Ｏ ＞ ， ｓ．ｔ． ‖Ｙ‖∗ ≤ １ ． （５）

　 　 式（５）在文献［１０］中被用来直接求解鲁棒性主

成分分析，而在本文则主要用来对拉格朗日乘子提

供一个最优值．由于式（５）的目标函数是凸函数，且
该问题的限制条件也是凸的，所以式（５）是一个凸

优化问题．可通过文献［１０］描述的方法来求解式

（５），从而得到乘子 Ｙ 的最优值．此外，由于式（４）满
足强对偶性，而且式（５）的最优解确实存在，所以式

（１）的任意一个最优解都对应着拉格朗日对偶函数

的一个最优下界．可通过求解拉格拉日对偶问题的

解来得到鲁棒性主成分分析问题的最优解．
将这个改进算法定义为基于乘子估计的增广拉

格朗日乘子法（ＭＥ－ＡＬＭ），详细描述见算法 １．
算法 １　 基于乘子估计的增广拉格朗日乘子法

　 　 输入：原始矩阵 Ｏ，正值参数 λ
　 　 输出： （Ｐ∗，Ｑ∗）
　 　 　 初始化 　 α０ ＞ ０；ρ ＞ ０；ｋ ＝ ０
　 　 　 乘子估计 　 Ｙ∗ ＝ ａｒｇ ｍａｘ

Ｙ
＜ Ｙ，Ｏ ＞ ，

ｓ．ｔ． ‖Ｙ‖∗ ≤ １
　 　 　 通过增广拉格朗日乘子法求解鲁棒性主成分

分析

Ｐ∗ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｐ
Ｌ（Ｐ，Ｑ，Ｙ∗，αｋ），

Ｑ∗ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｑ

Ｌ（Ｐ，Ｑ，Ｙ∗，αｋ） ．

３　 带高斯噪声的鲁棒性主成分分析模

型及其增广拉格朗日乘子法

　 　 考虑到数据常常同时受到稀疏噪声和高斯噪声

的共同干扰，迫切希望将稀疏噪声和高斯噪声分别

从原始数据中清晰地分离出来，而现有的凸优化方

法不能很好地完成这一任务，所以本文提出一个新

的凸优化模型，并在此基础上提出一种改进的增广

拉格朗日乘子法来对该模型进行求解．
新的鲁棒性主成分分析的凸优化模型把现实数

据分为低秩数据、稀疏噪声数据和高斯噪声 ３ 个部

分．该凸优化模型为

ｍｉｎ
Ｐ，Ｑ，Ｇ

‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１ ＋ ‖Ｇ‖Ｆ，

ｓ．ｔ． Ｏ ＝ Ｐ ＋ Ｑ ＋ Ｇ．{ （６）

式中： ‖Ｐ‖∗ 为矩阵 Ｐ 的核范数，‖Ｑ‖１ 为矩阵 Ｑ
的 ｌ１ 范数，ｌ１ 范数在很宽泛的条件下是与矩阵的 ｌ０
范数 ‖Ｑ‖０ 等价的，而 ‖Ｑ‖０ 指示了矩阵 Ｑ 中非

零元素的个数．‖Ｇ‖Ｆ 为矩阵 Ｇ 的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数，
它通过计算所有矩阵元素平方和的开方得到．使用

‖Ｇ‖Ｆ 以保证矩阵 Ｇ 中所有元素的值足够小以满

足高斯噪声的特性．
为更好地描述这个新的鲁棒性主成分分析模型

并且高效地求解该凸优化模型，提出一个改进的增

广拉格朗日乘子算法，将这个算法称为用于求解带

高斯噪声的鲁棒性主成分分析的改进的增广拉格朗

日乘子法 Ｇ － ＡＬＭ （ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ
ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ＲＰＣＡ ｗｉｔｈ ｇａｕｓｓｉａｎ ｎｏｉｓｅ）．

对于一个可表示为 ｍｉｎｆ（ｘ）， ｓ．ｔ． ｈ（ｘ） ＝ ０ 的约

束凸优化问题，它的拉格朗日函数为

Ｌ（ｘ，ｙ，α） ＝ ｆ（ｘ） ＋ ＜ ｙ，ｈ（ｘ） ＞ ＋ α
２
‖ｈ（ｘ）‖２

Ｆ． （７）

式中： ｙ 是拉格朗日乘子．为将增广拉格朗日乘子法

用于求解新的鲁棒性主成分分析的凸优化模型为

ｘ ＝ （Ｐ，Ｑ，Ｇ）， ｆ（ｘ） ＝ ‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１ ＋
‖Ｇ‖Ｆｈ（ｘ） ＝ Ｏ － Ｐ － Ｑ － Ｇ ． （８）

据此可得式（６）的增广拉格朗日函数：
　 　 Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｑ，Ｇ，Ｙ，α） ＝ ‖Ｐ‖∗ ＋ λ‖Ｑ‖１ ＋

　 　 ‖Ｇ‖Ｆ ＋ ＜ Ｙ，Ｏ － Ｐ － Ｑ － Ｇ ＞ ＋ α
２
‖Ｏ －

　 　 Ｐ － Ｑ － Ｇ‖２
Ｆ ． （９）

根据增广拉格朗日函数表达式（９），将式（６）的
解描述为

（Ｐ∗，Ｑ∗，Ｇ∗） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｐ，Ｑ，Ｇ

Ｌ（Ｏ，Ｐ，Ｑ，Ｇ，Ｙ，α） ． （１０）

式中： （Ｐ∗，Ｑ∗，Ｇ∗） 为矩阵Ｐ，Ｑ，Ｇ的最优解，假设

（Ｐｋ，Ｑｋ，Ｇｋ） 代表（Ｐ，Ｑ，Ｇ） 在第 ｋ 次迭代中的值，
那么可通过迭代求解下面提到的 ３ 个子问题，进而

求解式（１０） 的最优解，这 ３ 个子问题表述为：

Ｐｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｐ

１
α
‖Ｐ‖∗ ＋ １

２
‖Ｏ － Ｐ － Ｑｋ －

Ｇｋ ＋ １
α
Ｙｋ‖２

Ｆ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｐ

１
α
‖Ｐ‖∗ ＋

１
２
‖Ｐ － ＴＰ

ｋ‖
２
Ｆ， （１１）

Ｑｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｑ

λ
α
‖Ｑ‖１ ＋ １

２
‖Ｏ － Ｐｋ － Ｑ －
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Ｇｋ ＋ １
α
Ｙｋ‖２

Ｆ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｑ

λ
α
‖Ｑ‖１ ＋

１
２
‖Ｑ － ＴＱ

ｋ‖
２
Ｆ， （１２）

Ｇｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｇ

１
α
‖Ｇ‖Ｆ ＋ １

２
‖Ｏ － Ｐｋ － Ｑｋ －

Ｇ ＋ １
α
Ｙｋ‖２

Ｆ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｇ

１
α
‖Ｇ‖Ｆ ＋

１
２
‖Ｇ － ＴＧ

ｋ ‖２
Ｆ ． （１３）

式（１１）、（１２）的解可通过奇异值分解和阈值运

算符［５，７］得到，若假设［Ｕ， Ｓ， Ｖ］为矩阵 ＴＰ
ｋ 的奇异

值分解，那么式（１１）、（１２）的解可表示为

Ｐｋ＋１ ＝ ＵＳα －１［Ｓ］ＶＴ，　 Ｑｋ＋１ ＝ Ｓα －１λ［ＴＱ
ｋ］ ． （１４）

而式（１３）则等价 ｍｉｎ
Ｇ

‖Ｇ‖Ｆ ｓ．ｔ． Ｏ ＋ １
α
Ｙｋ ＝ Ｐｋ ＋

Ｑｋ ＋Ｇ， 它可以通过奇异值分解的方法得到．若假设

［Ｍ， Ｚ，Ｎ］ 是矩阵 Ｏ ＋ １
α
Ｙ 的奇异值分解为

Ｇｋ＋１ ＝ Ｏ ＋ １
α
Ｙｋ － ＭＳβ［Ｚ］ＮＴ ． （１５）

式中 β 是一个为阈值运算符设定的正值参数．可根据

式（１４）、（１５） 迭代解式（１１）、（１２） 和（１３） 的最优解．
在运算过程中，当计算矩阵 Ｐ 值时，另外两个矩阵 Ｑ
和Ｇ的值是固定的，同样当计算矩阵Ｑ或者矩阵Ｇ的

值时， 另外两个矩阵的值都是固定不变的．通过改进

的增广拉格朗日乘子法求解带高斯噪声的鲁棒性主

成分分析模型（Ｇ－ＡＬＭ）的过程见算法．
　 　 算法 ２　 用于求解带高斯噪声的鲁棒性主成分

分析的改进的增广拉格朗日乘子法

　 　 输入： 原始矩阵 Ｏ，正值参数 λ，α，β
输出： （Ｐ∗，Ｑ∗，Ｇ∗）
　 　 　 初始化： Ｙ０ ＝ ｓｇｎ（Ｏ） ／ Ｊ（ｓｇｎ（Ｏ）），ｋ ＝ ０
　 　 　 Ｗｈｉｌｅ ｎｏｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ Ｄｏ
　 　 　 　 Ｐ０

ｋ＋１ ＝ Ｐ∗
Ｋ ，Ｑ０

ｋ＋１ ＝Ｑ∗
ｋ ，Ｇ０

ｋ＋１ ＝Ｇ∗
ｋ ，ｊ ＝ ０

　 　 　 　 Ｗｈｉｌｅ ｎｏｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｄ Ｄｏ
　 　 　 　 （Ｕ，Ｓ，Ｖ）＝ ｓｖｄ（Ｏ －Ｑｊ

ｋ＋１ －Ｇｊ
ｋ＋１ ＋α

－１
ｋ Ｙ∗

ｋ ）
　 　 　 　 　 Ｐ ｊ ＋１

ｋ＋１ ＝ ＵＳα －１ｋ
［Ｓ］ＶＴ

　 　 　 　 　 Ｑｊ＋１
ｋ＋１ ＝ Ｓλα－１ｋ

［Ｏ －Ｐｊ
ｋ＋１ －Ｇｊ

ｋ＋１ ＋α
－１
ｋ Ｙ∗

ｋ ］
　 　 　 　 　 ［Ｍ，Ｚ，Ｎ］ ＝ ｓｖｄ（Ｏ ＋ α －１

ｋ Ｙ∗
ｋ ）

　 　 　 　 　 Ｇ ｊ ＋１
ｋ＋１ ＝ Ｏ ＋ α －１

ｋ Ｙ∗
ｋ － ＭＳβ［Ｚ］ＮＴ

　 　 　 　 　 ｊ ＝ ｊ ＋ １
　 　 　 Ｅｎｄ Ｗｈｉｌｅ
　 　 　 Ｙ∗

ｋ＋１ ＝ Ｙ∗
ｋ ＋ α ｋ（Ｏ － Ｐ∗

ｋ＋１ － Ｑ∗
ｋ＋１ － Ｇ∗

ｋ＋１）
　 　 　 α ＝ α ｋ＋１

　 　 　 ｋ ＝ ｋ ＋ １

　 　 　 Ｅｎｄ Ｗｈｉｌｅ

４　 实　 验

本文的实验是在配置为 ３􀆰 ４０ＧＨｚ Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ
（ＴＭ） ｉ７ － ２６００ ＣＰＵ、 ４ＧＢ ＲＡＭ 的主机上使用

ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１４ａ 进行的．
４．１　 数据拟合实验

两组数值实验来比较 ＭＥ－ＡＬＭ，ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ
算法在求解鲁棒性主成分分析时的运算精确度和奇

异值分解的运行次数．
在本次试验中，设定准确解为矩阵（Ｐ０，Ｑ０），其

中，Ｐ０ ∈Ｒｍ×ｍ，Ｑ０ ∈Ｒｍ×ｍ ．通过计算矩阵Ｕ，ＶＴ 的乘

积 ＵＶＴ 得到矩阵 Ｐ０，而矩阵 Ｕ 和 Ｖ 都是 ｍ × ｒ 的实

数矩阵，它们的元素值都满足均值为 ０． 方差为 １ 的

高斯分布．接着可通过随机地从区间［ － ５００， ５００］
中取值作为矩阵 Ｑ０ 的非零元素值，从而产生稀疏矩

阵 Ｑ０，最后求得矩阵Ｐ０ 与Ｑ０ 的和矩阵Ｏ，并将Ｏ作

为这两个算法的输入初始矩阵，同时记算法的输出

为矩阵（ Ｐ^，Ｑ^） ．
本方法共做了两组对照实验，在其中一组实验

中设定矩阵 Ｐ０ 的秩 ｒａｎｋ（Ｐ０） ＝ ０􀆰 ０５ ｍ，而稀疏矩阵

Ｑ０ 的非零元素个数是 ０􀆰 ０５ ｍ２，在另一组的实验中

设定矩阵 Ｐ０ 的秩 ｒａｎｋ（Ｐ０） ＝ ０􀆰 １ ｍ，稀疏矩阵Ｑ０ 的

非零元素个数是 ０􀆰 １ ｍ２ ．此外在每一组实验中都使

用维数为 ｍ 的方阵（Ｐ０，Ｑ０），而矩阵的维数 ｍ 在每

一组实验中都分别被设置为１００、２００、４００和５００，在

每一种情况下都比较了 ＭＥ－ＡＬＭ，ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ 算

法的表现情况．使用
‖Ｐ^ － Ｐ０‖Ｆ

‖Ｐ０‖Ｆ
来表征算法的运

算精度并用算法的迭代次数代表奇异值分解的运行

次数． 数值拟合实验结果见表 １ 中，可以看到，与
ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ 这两个算法相比，ＭＥ－ＡＬＭ总是能经过

较少次数的奇异值分解达到一个更小的
‖Ｐ^ － Ｐ０‖Ｆ

‖Ｐ０‖Ｆ

值． 这也就是说，与其它两个算法相比，ＭＥ－ＡＬＭ 总

是能取得更好的运算精度．
４．２　 人脸阴影的去除

在这个实验中使用鲁棒性主成分分析从受到不

同光照影响的人脸图像中移除遮挡和阴影，这些人

脸图像都是从人脸数据集 ＹａｌｅＢ 中选取的．实验中

分别使用本文方法（ＭＥ－ＡＬＭ），ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ 算法

对相同的人脸图像矩阵进行处理，进而比较这 ３ 个

算法剔除遮挡和阴影的效果．将每一幅人脸图像重

新排列成为一个列向量，并将同一子集中的 ６４ 幅图

像重组为一个图像矩阵 Ｏ，亦即 Ｏ ∈ Ｒ３２ ２５６×６４，然后
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将矩阵 Ｏ 作为鲁棒性主成分分析的输入矩阵， 分别

使用上述 ３ 个算法进行处理，最后可得到两个输出

矩阵，其中一个是人脸图像的低秩数据矩阵，另外一

个则是稀疏噪声矩阵，分别将这两个矩阵记为 Ｐ，Ｑ．

表 １　 数值拟合实验

ｍ 算法名称
‖Ｐ^ － Ｐ０‖Ｆ

‖Ｐ０‖Ｆ
ｒａｎｋ（ Ｐ^） 迭代次数

ｒａｎｋ（Ｐ０） ＝ ０􀆰 ０５ ｍ， ‖Ｑ‖０ ＝ ０􀆰 ０５ ｍ

ＭＥ－ＡＬＭ ６􀆰 ３０８ ８×１０－７ ５ ３

１００ ＡＬＭ ３􀆰 ８７２ ９×１０－７ ５ ６

Ｄｕａｌ ６􀆰 ２４７ ２×１０－４ ５ １７８

ＭＥ－ＡＬＭ ３􀆰 ７２０ ７×１０－７ １０ ３

２００ ＡＬＭ ８􀆰 ４３２ ７×１０－７ １０ ５

Ｄｕａｌ ４􀆰 １７０ ３×１０－４ １０ １３３

ＭＥ－ＡＬＭ １􀆰 ４７４ ６×１０－７ ２０ ３

４００ ＡＬＭ ２􀆰 ８９７ ９×１０－７ ２０ ５

Ｄｕａｌ １􀆰 ８８９ ４×１０－４ ２０ １５０

ＭＥ－ＡＬＭ １􀆰 １１７ ９×１０－７ ２５ ３
５００ ＡＬＭ ２􀆰 １０７ ０×１０－７ ２５ ５

Ｄｕａｌ １􀆰 ３０９ ０×１０－４ ２５ １５１

　 　 此外通过一组对照实验来比较 Ｇ－ＡＬＭ 和 ＡＬＭ
这两种算法在初始数据矩阵同时受到稀疏噪声和高

斯噪声干扰时鲁棒性主成分分析模型的表现．在这

组实验中将同一人脸图像集中的 ６４ 幅图像重组为

一个图像数据矩阵 Ｏ′，即Ｏ′∈Ｒ３２ ２５６×６４ ．在此基础之

上，将一个高斯噪声矩阵 Ｇ ∈ Ｒ３２ ２５６×６４ 与图像矩阵

Ｏ′ 相加得到矩阵 Ｏ，Ｏ ∈ Ｒ３２２ ５６×６４，其中高斯噪声矩

阵 Ｇ 的每一列都满足独立同分布的高斯分布 Ｎ（０，
１０ －６） ．然后将矩阵 Ｏ 作为上述两个算法的输入，最
后可得到 ３ 个输出矩阵．一个是低秩数据矩阵 Ｐ，一
个是稀疏噪声矩阵 Ｑ（人脸中存在的阴影、遮挡），
另一个是高斯噪声矩阵 Ｇ．

在图 １ 中展示了 ＭＥ－ＡＬＭ，ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ３ 个算

法对同一幅人脸图像（在鼻子、眼睛和脸颊出受到

阴影干扰）进行处理后的结果．图 ２ 展示 Ｇ－ＡＬＭ 和

ＡＬＭ 算法在去除人脸图像阴影的效果．
根据图 １ 展示的实验结果，可发现 ＭＥ－ＡＬＭ 算

法可有效地完成去除人脸阴影的功能，可将人脸图

像中的阴影遮挡等稀疏噪声去除．与 ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ
算法相比，在去除人脸阴影的过程中，ＭＥ－ＡＬＭ 算

法具有更好的运算精度．而从图 ２ 的实验结果可看

出 Ｇ－ＡＬＭ 算法在人脸图像受到稀疏噪声和高斯噪

声共同干扰时，也能很好地完成去除人脸阴影的任

务，并将高斯噪声和稀疏噪声分别分离出去，进而避

免低秩人脸图像和稀疏噪声图像受到高斯噪声的影

响．而在相同的情况下 ＡＬＭ 算法则不能很好地完成

该任务．
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图 １　 ＭＥ－ＡＬＭ，ＡＬＭ，Ｄｕａｌ在人脸阴影去除效果上的对比
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图 ２　 Ｇ－ＡＬＭ，ＡＬＭ去除受高斯噪声干扰的人脸阴影的对比

４．３　 动态前景的提取

运用 ＭＥ－ＡＬＭ 和 Ｇ－ＡＬＭ 算法实现从固定摄

像头的视频序列中［１５］，把动态前景从静态背景中提

取出来．将视频序列中几乎静止的背景当作鲁棒性

主成分分析中的低秩部分，而将动态的前景看作稀

疏噪声部分．
视频序列数据集 Ｗａｌｋ１ 拍摄于一个大厅，在视

频序列中有一个人来回地走动．在实验中这个来回

走动的人被看作是前景，而几乎静止不动的大厅则

被看作是背景．这个视频序列总共由 ６１１ 帧视频图

像构成，每一帧图像有 ３８４∗２８８ 个像素点．实验中

随机选取 １８０ 帧连续的视频图像并将每一幅图像重

排为一个 １１０ ５９２∗１ 的列向量，然后将这 １８０ 个列

向量 排 列 为 一 个 视 频 数 据 矩 阵 Ｏ， 即 Ｏ ∈
Ｒ１１０ ５９２×１８０，将矩阵 Ｏ 作为 ＭＥ － ＡＬＭ 算法的输入矩

阵． 经过 ＭＥ－ＡＬＭ 算法处理后，可得到两个输出矩

阵，其中一个代表低秩的静态背景，另一个代表稀疏

的动态前景．
视频序列数据集 ＥｎｔｅｒＥｘｉｔＣｒｏｓｓｉｎｇＰａｔｈｓ２ｃｏｒ 拍
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摄于一个走廊，在视频中有两个人在走廊中走动、相
遇、然后离开．和 Ｗａｌｋ１ 数据集一样，从数据集中随

机选取 １４０ 帧连续的视频图像组成一个视频数据矩

阵 Ｏ． 此外，为评估 Ｇ－ＡＬＭ 算法在视频序列同时受

到高斯噪声和稀疏噪声干扰时提取动态前景的性

能， 在视频数据矩阵 Ｏ 中加入一个满足高斯分布

Ｎ（０，１０ －３） 的高斯噪声矩阵 Ｇ，得到一个新的视频

数据矩阵 Ｏ′，亦即 Ｏ′ ∈ Ｒ１１０ ５９２×１８０ ．将这个视频数据

矩阵 Ｏ′ 作为 Ｇ － ＡＬＭ 算法的输入矩阵．经过 Ｇ －
ＡＬＭ算法的处理之后，可得到 ３个输出矩阵，其中之

一是代表背景的低秩矩阵，一个是代表前景的稀疏

矩阵，另外一个是高斯噪声矩阵．
　 　 图 ３、４ 则分别展示了 ＭＥ－ＡＬＭ，ＡＬＭ 和 Ｄｕａｌ 这
３ 个算法在这两个数据集上的运行结果，第一列中的

图像是随机取自视频中的一帧原始图像，此后从左到

右的每一列分别是上述 ３ 个算法对该视频帧图像的

处理结果，在每一列中从上至下依次是低秩视频帧

（背景）、稀疏视频帧（前景）和稀疏视频帧的归一化

结果．根据图 ３、４ 展示的实验结果可看出，图 ３ 中由一

个走动的人代表的前景和图 ４ 中由两个走动的人代

表的前景都被成功地从背景中提取出来．与 ＡＬＭ 和

Ｄｕａｌ 算法相比，ＭＥ－ＡＬＭ 算法表现出了更好的运算

精度，可很好地实现从静态背景中提取动态前景．
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图 ３　 提取 Ｗａｌｋ１ 前景时的结果

　 　 有关 Ｇ－ＡＬＭ 算法的实验结果将在图 ５、６ 中显

示，其中图 ５ 展示了 Ｇ－ＡＬＭ 算法的运行结果，每一

列展示了 Ｇ－ＡＬＭ 算法对一帧视频图像的处理结

果，每一列中从上至下分别是原始视频帧、低秩视频

帧（背景）、稀疏视频帧（前景）、稀疏视频帧的归一

化结果和高斯噪声图像．图 ６ 展示了 Ｇ －ＡＬＭ 和

ＡＬＭ 这两个算法在相关数据集上的运行结果，第一

列中的图像是随机取自视频中的一帧原始图像，此
后每一列分别是上述两个算法对该视频帧的处理结

果，在每一列中从上至下依次是低秩视频帧 （背

景）、稀疏视频帧（前景）、稀疏视频帧的归一化结果

和高斯噪声图像．
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图 ４　 提取 ＥｎｔｅｒＥｘｉｔＣｒｏｓｓｉｎｇＰａｔｈｓ２ｃｏｒ前景时的处理结果

ME�ALM ALM DualMethod
图 ５　 Ｇ－ＡＬＭ 提取受高斯噪声干扰的前景
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图 ６　 提取受高斯噪声干扰图像前景时的结果

　 　 根据图 ５、６ 的实验结果可知，当视频序列同时

受到高斯噪声和稀疏噪声干扰时，Ｇ－ＡＬＭ 算法可很

好地实现从静态背景中提取动态前景，并清晰地将

静态背景、动态前景和高斯噪声分别分离开来．与
ＡＬＭ 算法相比，Ｇ－ＡＬＭ 算法可避免分离出的静态
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背景和动态前景受到高斯噪声的干扰．这也表明当

数据同时受到稀疏噪声和高斯噪声的干扰，且低秩

数据和稀疏噪声对图像处理都很重要时，Ｇ－ＡＬＭ 能

够起到非常有效的作用．

５　 结　 语

本文提出两个改进的用于求解鲁棒性主成分分

析问题的方法．其中 ＭＥ－ＡＬＭ 方法通过求解鲁棒性

主成分分析的对偶问题，赋予增广的拉格朗日乘子

法一个最优的拉格朗日乘子，从而提高算法的运算

精度．另一个改进是用来求解新的鲁棒性主成分分

析的凸优化模型，本模型认为数据矩阵由低秩数据

部分、稀疏噪声部分和高斯噪声部分 ３ 个部分构成．
提出的 Ｇ－ＡＬＭ 方法能够很好地求解这个新的优化

模型，清晰地将高斯噪声和稀疏噪声分别从低秩数

据中分离出来，进而提高数据对高斯噪声的鲁棒性．
通过去除人脸阴影和提取动态前景的实验对

比，本文提出 ＭＥ－ＡＬＭ 和 Ｇ－ＡＬＭ 算法都取得了很

好的效果，特别是在提取动态前景的应用中，当视频

序列受到高斯噪声干扰时，Ｇ－ＡＬＭ 表现出其它凸优

化算法所不具备的性能，可避免低秩数据和稀疏部

分受到高斯噪声的干扰，而降低处理精度．
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