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渐开线花键连接的非线性动力学特性
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摘　 要： 为给花键连接磨损分析和寿命预估提供精确的数值基础，对渐开线花键的非线性动力学特性进行研究．利用集

中质量模型建立具有齿侧间隙的花键连接四自由度非线性动力学方程，计算花键连接实际接触齿对数及综合时变啮合

刚度，采用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 法求解花键连接非线性动力学方程．计算结果表明：花键副啮合刚度随时间呈周期性变化，
随扭矩呈分段线性分布；当系统转速为 ３００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈简谐响应；转速为 ３４８ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈两周期响应；转速为

３６０ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈 ５ 周期响应；转速为 １ ０８０ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统进入混沌响应；花键副的动载系数也呈周期性变化，并随扭

矩及齿侧间隙的的增大而增大．减小渐开线花键链接的齿侧间隙，有利于降低动态载荷，提高花键副工作的稳定性．
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　 　 渐开线花键连接由于传输扭矩能力大，对中

性好，故广泛应用于航空减速器、航天发动机涡轮

泵等动力传输系统中．由于花键齿侧间隙的存在，
当花键副受力时，侧隙小的花键齿先啮合，间隙次

之的再啮合，依次进行，实际参与啮合的齿数小于

设计齿数［１］ ．航空花键副受力情况复杂，在变扭

矩、轴向力及弯矩共同作用下，在起飞、巡航、着陆

时都受到较大的变载荷冲击，且由于齿侧间隙使

得花键副啮合刚度具有时变性［１］，导致花键副具

有复杂的非线性动力学特性．Ｔｊｅｍｂｅｒｇ［２］研究了花

键副延轴向载荷分布情况并和有限元结果进行了

对比，指出使载荷均匀分配的最好方法是沿轴向

修正花键齿厚． Ｂａｒｒｏｔ 等［３］ 研究了考虑不同载荷

和几何形状下花键副轴向扭矩传递情况，指出轴

向扭矩分布主要影响花键副与微动磨损相关的损

坏．Ｓｉｌｖｅｒｓ 和 Ｃｕｒà 等［４－５］ 也对花键的载荷分配情

况进行了研究． Ｌｅｅｎ 等［６］基于由实验验证的受扭



矩和轴向力载荷的花键有限元模型对花键的三维

摩擦接触进行了研究，该研究考虑了轴向齿廓修

形及摩擦系数的影响． Ｒａｔｓｉｍｂａ 等［７］ 以及 Ｄｉｎｇ
等［８］实验测得摩擦系数及磨损系数值，利用三维

有限元模型得出接触应力和滑移距离，采用修正

的 Ａｒｃｈａｒｄ 方程计算了磨损深度． Ｄｉｎｇ 和 Ｍａｄｇｅ
等［９－１１］也对花键的磨损进行了研究．Ｋａｈｒａｍａｎ［１２］

建立了渐开线花键的纯扭转动力学模型，给出了

非线性动力学方程，但未对方程进行求解以及对

其非线性动力学行为进行研究．为准确预估花键

副的使用寿命及磨损情况，需要精确分析渐开线

花键连接动载大小．
本文在考虑渐开线花键副齿侧间隙情况下，

建立了渐开线花键副纯扭转动力学模型及非线性

动力学方程，分析了一个次载荷循环周期中，花键

副实际参与啮合的齿数分布情况，采用 ＡＮＳＹＳ 计

算出系统综合时变啮合刚度，利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 法对非线性方程进行了求解，并对花键副系

统的动力学特性进行了分析，为研究花键副磨损

及预估其寿命提供了理论基础．

１　 花键副动力学模型与动力学方程

１􀆰 １　 动力学模型

考虑齿侧间隙情况下，利用集中质量法建立

了花键副的纯扭动力学模型，如图 １ 所示，图中集

中质量盘 １、２、３、４ 分别表示花键副输入构件、外
花键、内花键及花键副输出构件．
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图 １　 花键连接动力学模型

１􀆰 ２　 动力学方程的建立

以 ４ 个集中质量盘的转角 θ１、θ２、θ３、θ４ 为广

义坐标，根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可推导出图 １ 所示系

统的动力学方程为

Ｉ１ θ̈１ ＋ ｃＳ１（ θ̇１ － θ̇２） ＋ ｋＳ１（θ１ － θ２） ＝ Ｔ１，

Ｉ２θ̈２ ＋ ｒ２［ｃｔ（ｒ２θ̇２ － ｒ３θ̇３） ＋ ｋｔｇ（ｒ２θ２ － ｒ３θ３）］ －

　 　 　 ｃＳ１（θ̇１ － θ̇２） － ｋＳ１（θ１ － θ２） ＝ ０，

Ｉ３ θ̈３ ＋ ｃＳ４（ θ̇３ － θ̇４） ＋ ｋＳ４（θ３ － θ４） －

　 　 　 ｒ３［ｃｔ（ｒ２θ̇２ － ｒ３θ̇３） ＋ ｋｔｇ（ｒ２θ２ － ｒ３θ３）］ ＝ ０，

Ｉ４ θ̈４ ＋ ｃＳ４（ θ̇４ － θ̇３） ＋ ｋＳ４（θ４ － θ３） ＝ － Ｔ４ ．
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式中： Ｉｉ 为转动惯量； θｉ 为转动的角度（ ｉ ＝ １、２、３、
４）；Ｔ１、Ｔ４ 分别为输入、输出扭矩，Ｔ１ ＝ Ｔ４；ｂ 为齿

侧间隙；ｒ２、ｒ３ 分别为外、内花键节圆半径；ｃＳ、ｃｔ 分
别为扭转阻尼、啮合阻尼；ｋＳ、ｋｔ 分别为扭转刚度、
综合时变啮合刚度．

对方程组（１） 中的各方程两边分别除以 Ｉ１、
Ｉ２、Ｉ３、Ｉ４，令 ｘ１ ＝ ｒ２（θ１ － θ２）， ｘ２ ＝ ｒ２θ２ － ｒ３θ３， ｘ３ ＝
ｒ３（θ３ － θ４），则方程组（１） 可化为
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式中 ｇ［ｘ（ ｔ）］ 为花键间隙分段线性位移函数，其
表达式及式中参数含义见文献［１２］ ．

２　 花键副啮合齿对数计算

航空花键在起飞、巡航、着陆时承受着较大的

变载荷冲击，所受扭矩的一个主循环伴随多个次

循环，如图 ２ 所示．

主循环

次循环

Tm
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图 ２　 系统承受扭矩形式

　 　 当花键副承受图 ２ 所示扭矩时，由于齿侧间

隙的存在，间隙小的齿先啮合，间隙次之的接着啮

合，直到所有载荷分配完． 花键副受载时实际参与

啮合的齿数 ｒｒ 小于设计齿数 ｎ．将花键副所受力矩

中伴随一个周期次循环的扭矩值离散为 Ｔ１１、
Ｔ１２…、Ｔ１ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１７），其表达式为

Ｔ１（ ｔ） ＝ Ｔｍ（１ ＋ εＴｃｏｓ ωＴ ｔ） ．
式中： Ｔｍ 为外激励扭矩的均值； εＴ 为外激励扭矩
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的幅值波动系数； ωＴ 为系统的角速度．
　 　 随机给定两组服从正态分布［１３］ 的齿侧间隙

值 ｂ ｊ、ｂ′ｊ， 采用 ＭＡＴＬＡＢ 程序计算花键副实际参

与啮合的齿数，其流程如图 ３ 所示．

计算花键齿变形
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rprrkm

计算花键齿变形
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加载

设初始啮合齿数rr=1

随机给定两组服从正态分布的间隙值bj和bj′

NY

图 ３　 实际啮合齿数计算流程

　 　 计算得出离散的扭矩分别对应的花键副啮合

齿数为 ｒｒ１、ｒｒ２…、ｒｒｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１７），对于齿数ｎ ＝
２０，平均扭矩为 ２ ６００ Ｎ·ｍ 的花键副计算结果如

图 ４ 所示．由图 ４ 可看出，在伴随一个次循环周期

的载荷下，花键副实际参与啮合的齿数呈线性分

段特征分布．波动系数为 ０􀆰 １ 时，实际参与啮合的

齿数分布比较平稳，波动系数为 ０􀆰 ５ 时，由于扭矩

变化相对较大，且齿侧间隙不同，导致参与啮合的

齿数不稳定．
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图 ４　 实际啮合齿数随波动系数变化规律

３　 花键副动力学参数确定

３􀆰 １　 综合时变啮合刚度计算

在 ＰＲＯ ／ Ｅ 中建立花键副实体模型并导入

ＡＮＳＹＳ 软件中，定义单元类型为 ＳＯＬＩＤ１８６．定义

材料弹性模量为 ２１０ ＧＰａ，泊松比 ０􀆰 ２８、密度

７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３、摩擦系数取 ０􀆰 ３，由于本节采用花键

副全齿模型分析，为了减少不必要的单元和提高

计算效率，划分网格时花键齿接触处网格细化，不
会产生应力集中的部位网格相对疏松． 将内花键

设置为目标面，花键轴为接触面，建立接触对，接
触刚度因子为 １􀆰 ０， 最大渗透范围为 ０􀆰 １［１４］，
ＩＣＯＮＴｔ 初始靠近因子选用 １．０×１０－１０ ． 将内花键

外圆柱面进行全约束， 外花键轴除绕 Ｚ 轴旋转的

自由度外其余也全约束，在花键轴外圆柱面上连

线通过轴中心对称的两条母线的各个节点处分别

施加 Ｘ 和 － Ｘ 方向的力， 形成力偶， 力的大小

Ｆ ｉ（ ｉ ＝１，２，…，１７） 计算如下：
Ｆ ｉ ＝ Ｔ１ｉ ／ （２ × ｒ２ × Ｎ） ．

式中： Ｔ１ｉ 分别为 Ｔ１（ ｔ） 离散的扭矩值 Ｔ１１、Ｔ１２、…、
Ｔ１ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１７）， Ｎ为每条线上节点总数．求解

后得出对应的接触压力 Ｆｎｉ 及变形量 δｉ ．由刚度计

算公式 ｋ ＝ Ｆｎ ／ δ计算出１７组扭矩分别对应的时变

啮合刚度，如图 ５、６ 所示．
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图 ５　 刚度随时间的变化
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图 ６　 刚度随扭矩的变化

　 　 由图 ５ 可看出，花键副啮合刚度随时间变化

呈周期变化，其平均啮合刚度为 ２４５ ＭＮ ／ ｍ，频率

和扭矩相同；由图 ６ 可看出，由于实际参与啮合的

齿对数在一定范围的扭矩值内是不变的，因此，综
合时变啮合刚度随扭矩呈分段线性分布．考虑时

变啮合刚度时研究花键副非线性动力学行为，需
要将时变啮合刚度曲线的函数表达式代入动力学

方程中．由于啮合刚度是周期性函数． 因此采用傅

·９０１·第 １ 期 薛向珍， 等： 渐开线花键连接的非线性动力学特性



里叶级数对其进行拟合，在初始相位为零的情况

下拟合后的近似表达式为

ｋｔ（ ｔ） ＝ ｋｍ ＋ ｋａｃｏｓ（ωＴ ｔ） ．
式中： ｋｍ 为平均啮合刚度； ｋａ 为刚度的波动幅

值； ωＴ 为系统角速度．
３􀆰 ２　 啮合阻尼的计算方法

由于花键副多个键齿同时参与啮合，其啮合

阻尼比较复杂，不易准确求得．因此，参照齿轮副

的啮合阻尼计算经验公式，取啮合阻尼比 ξ 为常

数，则其啮合阻尼为

ｃｔ ＝ ２ξ ｋｍ ／ （１ ／ Ｍｅ ＋ １ ／ Ｍｉ） ．
式中： ｋｍ 为花键副的平均啮合刚度； Ｍｅ、Ｍｉ 分别

为外、内花键副的等效质量；ξ 为啮合阻尼比，其
取值范围约为 ０􀆰 ０３ ～ ０􀆰 １７［１５］ ．
３􀆰 ３　 轴的扭转刚度

根据材料力学理论，轴的扭转刚度为

ＫＳ ＝ ＧＩＳ ／ ｌＳ ．
式中： Ｇ为材料的剪切弹性模量；ＩＳ 为轴的转动惯

量， ＩＳ ＝ πｄ４ ／ ３２； ｄ 为轴的直径； ｌＳ 为轴的受扭

长度．
３􀆰 ４　 轴的扭转阻尼

轴的扭转阻尼的经验计算公式为

ｃＳ ＝ ２ξＳ ＫＳＩＳ ．
式中： ＫＳ 为轴的扭转刚度； ＩＳ 为轴的转动惯量；ξＳ

为轴的扭转阻尼比， 其取值范围为 ０􀆰 ００５ ～
０􀆰 ０７５［１５］ ．

４　 非线性动力学特性分析

４􀆰 １　 非线性动力学特性分析

花键副齿数 ｎ ＝ ２０， ｍ ＝ ２􀆰 ５ ｍｍ， 压力角为

３０°，利用龙格库塔法对该动力学方程进行求解．
图 ７～１０ 为系统平均扭矩为 ２ ６００ Ｎ·ｍ，转速分

别为 ３００、３４８、３６０、１ ０８０ ｒ ／ ｍｉｎ 时系统第 ２ 自由

度的动态响应．
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图 ８　 转速为 ３４８ ｒ ／ ｍｉｎ 时系统动态响应
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图 １０　 转速为 １ ０８０ ｒ ／ ｍｉｎ 时系统动态响应

　 　 可以看出，当系统转速为 ３００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统

呈简谐响应；当系统转速为 ３４８ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈

两周期响应，傅里叶频谱图上分布着两个离散的

谱线；当系统转速为 ３６０ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈 ５ 周期

响应，其 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 截面上有 ５ 个离散的点；当系统

转速为 １ ０８０ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统进入混沌响应．
４􀆰 ２　 花键副动载特性分析

花键副系统所受平均载荷 Ｆｍ ＝ Ｔｍ ／ ｒ２、 动态

载荷为

Ｆｄ ＝ Ｆｍ ＋ ｋｔｘ２（ ｔ） ，
则花键副动载系数为 ｋｖ ＝ Ｆｄ ／ Ｆｍ ． 分别改变系统

·０１１· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４７ 卷　



所受扭矩的平均值及给定四组不同齿侧间隙 ｂ１、
ｂ２、ｂ３、ｂ４，且每组对应的均值 σｂ１ ＜ σｂ２ ＜ σｂ３ ＜
σｂ４，花键副动载系数求解结果如图 １１、１２ 所示．
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图 １１　 扭矩对动载系数的影响
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图 １２　 齿侧间隙对动载系数的影响

　 　 由图 １１、１２ 可看出，系统的动载系数也呈周

期性变化，其值随扭矩的增大而增大，随齿侧间隙

的增大而增大．

５　 结　 论

１）花键副啮合刚度随时间变化呈周期变化，
在本文算例中其平均啮合刚度为 ２４５ ＭＮ ／ ｍ，频
率和扭矩相同；综合时变啮合刚度随扭矩呈分段

线性分布．
２）当系统转速为 ３００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈简谐

响应；当系统转速为 ３４８ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈两周期

响应，傅里叶频谱图上分布着两个离散的谱线；当
系统转速为 ３６０ ｒ ／ ｍｉｎ 时，系统呈 ５ 周期响应，其
庞加莱截面上有 ５ 个离散的点；当系统转速为

１ ０８０ ｒ ／ ｍｉｎ时，系统进入混沌响应．
３）花键副的动载系数也呈周期性变化，且随

扭矩和齿侧间隙的增大而增大．因此，通过控制花

键加工精度及啮合精度等措施，减小齿侧间隙，能
有效提高花键副工作的稳定性．
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