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基于自动微分与伪谱法的小推力借力轨道设计

张　 勃， 泮斌峰， 唐　 硕

（西北工业大学 航天学院， ７１００７２ 西安）

摘　 要： 针对小推力借力轨道设计问题，给出了一种基于自动微分与伪谱法的优化方法． 借力模型采用 Ｂ 平面模型，提
高了轨迹优化设计的鲁棒性． 用高斯伪谱法对整个小推力借力轨道进行离散，将发射时间的搜索包含在同一计算框架

内，避免了传统混合方法中随机搜索算法收敛慢、精度低的缺点． 将得到的大规模非线性规划（ＮＬＰ）问题采用序列二次

规划（ＳＱＰ）法进行求解． 为了实现 ＮＬＰ 问题的快速收敛，提出了串联优化以及弹性约束策略． ＳＱＰ 需要的导数信息通过

自动微分获得，保证了计算的高精度和快速收敛． 对地球－金星－火星小推力借力轨道进行了优化设计，验证了本文方法

的正确性和有效性．
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　 　 小推力发动机具有比冲高、质量轻的特点，在
深空探测任务中，采用小推力发动机能够有效提

高探测器有效载荷的比重． 在可以预见的未来，

小推力发动机将成为深空探测任务中不可或缺的

动力系统． 但是，由于小推力发动机产生的是很

小的连续推力，并且工作时间很长，使得小推力转

移轨道会呈现出非常强的非线性［１］，导致传统基

于大推力脉冲变轨的轨道设计方法已不能满足需

求． 而且，由于深空探测器转移轨道必须满足发

射时间、飞行时间以及星历等的约束，形成了一个

多约束、高度非线性的最优控制问题，使得小推力



问题的求解异常复杂．
借力飞行技术也叫引力甩摆或引力辅助轨道

转移技术［２］ ． 探测器在进入借力天体的影响球和

飞出借力天体的影响球时，其相对借力天体的速

度大小不变，仅改变相对速度的方向． 但是探测

器飞入和飞出行星影响球时相对太阳的速度大小

和方向均发生了变化，从而导致探测器脱离借力

天体影响球后日心轨道发生改变，达到变轨的目

的． 借力飞行技术不仅可以节省燃料，而且可以

实现对借力天体的观测，提高探测器的利用率．
近年来，由于人类深空探测活动的需要，小推

力结合借力飞行的轨道设计方法受到了广泛关

注． 文献［３］用间接优化的方法对小推力借力轨

道的优化设计进行了研究，首先用脉冲轨道转移

的方法得到借力序列和切换结构，然后从后向前

逐段优化，再将各段拼接起来． 为了简化计算，
Ｃａｓａｌｉｎｏ 去掉了借力高度的约束，这样得到的结

果不一定能够满足实际任务约束． 由于基于庞特

里亚金极大值原理的间接优化算法求解过于复

杂，限制了它的应用． 文献［４］提出的 ｓｈａｐｅ ｂａｓｅｄ
方法采用正弦指数函数来拟合轨道的形状，通过

不断调整相关参数，进行初值搜索，这种方法提供

了一种有效的初值搜索手段． 文献［５－７］用 ｓｈａｐｅ
ｂａｓｅｄ 方法对小推力借力轨道的优化设计进行了

研究． 但是该方法在调整函数中的参数时很困

难，需要清晰理解相关参数的物理意义，而且计算

规模大，计算成本高［８－９］ ． 文献［８］根据形状法和

伪谱法，提出一种混合优化策略对小推力借力轨

道进行了研究． 文献［９］采用微分进化、拟退火算

法与序列二次规划相结合的方法研究了小推力借

力轨道的优化问题． 文献［１０－１２］用随机搜索算

法与确定性算法相结合的混合方法对小推力借力

轨道进行了研究，这些方法中随机搜索算法的收

敛速度慢、精度低，影响了算法的性能． 文献［１３］
提出了一种基于形状逼近策略的小推力借力轨道

的初始设计方法，但并没有进行更为详尽的优化

设计．
本文采用 Ｂ 平面借力模型，建立了小推力借

力转移轨道的数学模型． 采用高斯伪谱法对整个

轨道进行离散，把发射时间和交会条件作为端点

约束，借力高度与 Ｂ 平面角作为借力的控制量，
并约束在一定范围内，建立起完整的整个转移轨

道的离散模型． 用 ＳＱＰ 方法对离散后的非线性规

划问题进行求解． 为了提高导数的计算精度，从
而加快收敛速度，求解过程中的导数信息通过自

动微分获得． 由于小推力借力轨道的空间和时间

跨度很大，离散后的 ＮＬＰ 问题规模非常大，为了

使计算快速收敛，本文提出了串行优化和弹性约

束的策略． 本文方法将发射时间的搜索和飞行轨

迹的优化包含在同一计算框架内，避免了传统混

合算法中进化算法收敛速度慢的缺点．

１　 模型建立

１􀆰 １　 基本假设

探测器在太阳系内运动时，受到太阳和各个

行星引力的作用，是一个多体问题． 在对探测器

轨道进行精确设计之前，一般忽略次要因素，以二

体问题为基础设计轨道的初步方案． 同样，探测

器进行借力的过程也是一个复杂的过程，在初步

方案设计阶段予以简化． 本文基于如下简化假设．
１） 探测器飞离地球影响球，飞向目标星体的

星际航行段仅考虑太阳作为中心天体的引力作

用，此段轨道通常为椭圆轨道． 探测器进入借力

天体影响球内时仅考虑借力天体为中心引力体，
其飞行轨迹相对于借力天体为双曲线轨道．

２） 由于探测器日心转移飞行时间较长，借力

时间可以忽略不计（以金星为例，高度 １０ ０００ ｋｍ
的圆轨道周期大约为 ６􀆰 ２４ ｈ，而整个日心转移时

间至少需要上百天），即将借力飞行看作是瞬时

脉冲（无需消耗工质），借力飞行前后的探测器日

心位置没有变化．
１􀆰 ２　 动力学模型

在日心黄道惯性系中，探测器的轨道动力学

方程为：
ｒ̇ ＝ ｖ；

ｖ̇ ＝ － μｒ
ｒ３

＋ Ｔα
ｍ

；

ｍ̇ ＝ － Ｔ
ｇ０Ｉｓｐ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

其中： ｒ 为探测器的位置矢量；ｖ 为速度矢量；μ 为

太阳引力常数；Ｔ 为发动机的推力大小；ｍ 为探测

器质量； α 为发动机推力的单位方向矢量；ｇ０ 为

地球重力加速度；Ｉｓｐ 为发动机比冲． 为提高计算

精度和收敛速度，需要用正则天文单位对动力学

方程进行无量纲化，无量纲化后的动力学方程与

方程（１） 的形式完全相同．
１􀆰 ３　 发动机模型

本文中的探测器采用太阳能电离子发动机．
假定太阳能帆板受照面积为常值，则发动机的输

入功率 Ｐ 随着探测器日心距离的增大而减小，它
与探测器日心距的平方成反比

Ｐ ＝ Ｐ０ ／ ｒ２ ． （２）

·３８６·第 １１ 期 张勃， 等： 基于自动微分与伪谱法的小推力借力轨道设计



其中 Ｐ０ 为探测器日心距离为 １ ＡＵ 时的输入功

率，ｒ 采用天文单位，发动机推力大小 Ｔ 为

Ｔ ＝ ２ηＰ ／ Ｉｓｐｇ． （３）
其中 η 为发动机的工作效率．
１􀆰 ４　 行星借力轨道模型

探测器的行星借力飞行使得整个动力学过程

的非线性更强，解空间变得更为复杂． 选择合适

的借力轨道模型不仅可以简化计算，而且可以获

得较高的精度． 本文采用 Ｂ平面模型［１４］ 对借力轨

道进行分析，引入了 Ｂ 平面角和借力高度作为控

制量，降低了轨道对控制变量的敏感度， 提高了

轨迹优化设计的鲁棒性．
行星借力 Ｂ平面示意图如图 １所示．Ｂ平面垂

直于探测器飞入行星引力影响球时的双曲线超速

矢量 ｖ －
∞ ，并且经过飞越行星的引力中心． 定义 Ｂ

矢量为 Ｂ 平面与探测器轨道面的交线，由行星引

力中心指向探测器方向，记为 Ｂ；Ｔ 矢量定义为 Ｂ
平面与日心黄道坐标系的交线，由行星引力中心

指向探测器方向，记为 Ｔ． 定义 Ｂ平面角 γ 为矢量

Ｂ 与矢量 Ｔ 的夹角．
S

T
B

R

B平面

行星 行星借力
轨道γ

进入双曲线渐近线
图 １　 行星借力 Ｂ 平面示意

　 　 令双曲线超速矢量在日心黄道坐标系中的分

量为 ｖ －
∞ ＝ ［ｖ －

∞ ｘ 　 ｖ －
∞ ｙ 　 ｖ －

∞ ｚ］ Ｔ，则双曲线超速矢量

在日心黄道坐标系 ｘｙ 平面的分量以及超速矢量

的大小分别为：

ｖ －
∞ ｘｙ ＝ ｖ －

∞ ｘ
２ ＋ ｖ －

∞ ｙ
２ ， （４）

ｖ －
∞ ＝ ｖ －

∞ ｘ
２ ＋ ｖ －

∞ ｙ
２ ＋ ｖ －

∞ ｚ
２ ． （５）

　 　 根据借力飞行的原理，借力前后探测器相对

于飞越行星的相对速度大小不变，只改变相对速

度矢量的指向，相对速度矢量的方向变化角度由

式（６）给出

δ ＝ ２ａｒｃｓｉｎ
μｐ ／ ｒｐ

ｖ２∞ ＋ μｐ ／ ｒｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ０° ≤ δ ≤ １８０°．

（６）
其中 ｒｐ 为飞越半径，μ ｐ 为飞越行星的引力常数．

根据 Ｂ 平面的几何关系，可以得到探测器经

行星借力后飞出行星影响球的双曲线超速矢量为

ｖ ＋
∞ ＝

ｖ ＋
∞ ｘ

ｖ ＋
∞ ｙ

ｖ ＋
∞ ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
Ｆｖ －

∞ ｘ － Ｇｖ －
∞ ｙ

Ｆｖ －
∞ ｙ ＋ Ｇｖ －

∞ ｘ

ｖ －
∞ ｘｙ ｓｉｎ δｓｉｎ γ ＋ ｖ －

∞ ｚ ｃｏｓ δ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

（７）
其中

Ｆ ＝ ｃｏｓ δ －
ｖ －
∞ ｚ ｓｉｎ δｓｉｎ γ

ｖ －
∞ ｘｙ

，

Ｇ ＝
ｖ －
∞ ｓｉｎ δｃｏｓ γ

ｖ －
∞ ｘｙ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

　 　 根据上述借力模型，对于给定的借力飞越半

径 ｒｐ 和 Ｂ 平面角 γ，就可以由探测器进入行星引

力影响球时的双曲线超速矢量 ｖ －
∞ 计算得到探测

器飞出行星引力影响球的双曲线超速矢量 ｖ ＋
∞ ． 在

借力轨道的设计与优化过程中可以通过调节飞越

半径 ｒｐ 和 Ｂ 平面角 γ 来控制 ｖ ＋
∞ ．

２　 轨道优化问题描述

２􀆰 １　 性能指标函数及约束条件

根据深空探测任务的性质，燃料越省，就意味

着更长的使用寿命和更高的有效载荷． 因此性能

指标取为

Ｊ ＝ － ｍ０ － ∫ｔ ｆ
ｔ０
｜ ｍ̇ ｜ ｄｔ( ) ＝ － ｍｆ ． （９）

其中：ｔ０ 为从地球发射的时间；ｔｆ 为到达目标星体

的时间；ｍ０ 为探测器的初始质量．
探测器的发射时间不定，通常被要求在某一

时间范围内完成，而探测器到达目标星体的时间

亦不定． 但是探测器的发射时间和到达时间必须

满足星历约束． 对于任何发射时间 ｔ０，探测器必须

满足地球星历约束

ｒ（ ｔ０） － ｒＥ（ ｔ０） ＝ ０，
ｖ（ ｔ０） － ｖＥ（ ｔ０） － ｖ∞（ ｔ０） ＝ ０．{ （１０）

其中：ｒ，ｖ是发射时刻探测器在日心黄道坐标系中

的位置向量和速度向量；ｒＥ，ｖＥ 是此刻地球的位置

向量和速度向量；ｖ∞ 是地球逃逸双曲线速度． 本

文中 ｖ∞ ＝ ０，即探测器以双曲线超速为零逃逸出

地球．
探测器飞越借力星体时，探测器的位置必须

满足借力星体的星历约束，即
ｒ（ ｔｍ） － ｒＦ（ ｔｍ） ＝ ０． （１１）

其中 ｔｍ 为借力时刻，ｒＦ 为借力行星的位置矢量．
当探测器与目标交会时，探测器的位置与速

度必须满足
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ｒ（ ｔｆ） － ｒＭ（ ｔｆ） ＝ ０，
ｖ（ ｔｆ） － ｖＭ（ ｔｆ） ＝ ０．{ （１２）

其中 ｒＭ，ｖＭ 分别为目标星体的位置和速度矢量．
本文中的星历均采用 ＪＰＬ 实验室提供的 ＤＥ４０５
行星星历［１５］ ．
２􀆰 ２　 最优控制问题

为了便于最优控制问题的描述， 令状态变量

ｘ（ｔ） ＝ ｒ ｖ ｍ[ ] Ｔ，ｘ（ｔ） ∈Ｒ７，推力控制量ｕ（ｔ）＝
α，ｕ（ｔ） ∈Ｒ３． 由式（１） 可以得动力学方程的形式为

ｘ̇（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ） ． （１３）
目标函数（９）记为

Ｊ ＝ φ（ｘ（ ｔｆ）） ． （１４）
　 　 在飞行过程中，状态变量必须处于合理的取

值区间内，即
ｘＬ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘＵ ． （１５）

　 　 推力的控制变量为单位方向矢量，因此必须

满足

‖ｕ（ ｔ）‖ ＝ １． （１６）
　 　 探测器发射时刻必须满足地球星历约束

（１０），记为

Ｃ１（ｘ（ ｔ０），ｔ０） ＝ ０． （１７）
　 　 借力控制量飞跃半径 ｒｐ 和Ｂ平面角 γ 的取值

必须满足

ｒｐ Ｌ

γＬ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤

ｒｐ
γ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤

ｒｐＵ
γＵ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１８）

　 　 借力时刻 ｔｍ，探测器的速度必须满足借力前

后的关系（７），记为

Ｃ２（ｘ（ ｔ
－
ｍ），ｘ（ ｔ

＋
ｍ），ｒｐ，γ） ＝ ０． （１９）

　 　 探测器的位置矢量必须满足借力行星星历约

束（１１），记为

Ｃ３（ｘ（ ｔｍ），ｔｍ） ＝ ０． （２０）
　 　 到达目标星体时必须满足交会要求（１２），
记为

Ｃ４（ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＝ ０． （２１）
　 　 最后，总的飞行时间必须限制在可接受的范

围内

０ ≤ ｔｆ ≤ ｔＵ ． （２２）
　 　 小推力借力轨道的优化设计问题可以描述

为： 寻找推力控制量 ｕ∗（ ｔ） ∈ Ｒ３，借力控制量 ｒ∗ｐ
和 γ∗，使得目标函数 Ｊ 最小，同时满足动力学方

程（１３） 以及约束（１５） ～ （２２） ． 可见小推力借力

轨道的优化设计问题是一个高度非线性，多边值

约束，具有内点约束并且不连续（速度存在突变）
的最优控制问题，导致问题的求解异常复杂．
２􀆰 ３　 俯仰角和偏航角的计算

在前面的动力学模型中，发动机推力的方向

矢量定义在日心黄道坐标系中，不便于轨道机动

的实施． 实际上，发动机推力的方向由探测器轨

道坐标系中的两个角度来确定，即俯仰角和偏航

角． 俯仰角 α 定义为推力矢量在探测器轨道平面

内的投影与当地水平面的夹角，偏航角 β 定义为

推力矢量与探测器轨道平面之间的夹角． 俯仰角

和偏航角的大小分别由下式给出：

α ＝ π
２

－ ａｒｃｃｏｓ ｕ × （ｒ × ｖ）·ｒ
‖ｕ × （ｒ × ｖ）‖‖ｒ‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

β ＝ π
２

－ ａｒｃｃｏｓ （ｒ × ｖ）·ｕ
‖（ｒ × ｖ）‖‖ｕ‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

３　 高斯伪谱法基本原理及 ＮＬＰ 问题

求解策略

３􀆰 １　 高斯伪谱法基本原理

伪谱法是近年提出的一种求解最优控制问题

的直接方法，具有收敛半径大、收敛速度快、初值

不敏感等特性，在航天航空领域得到了广泛的应

用［１６－１８］ ． 高斯伪谱法在勒让德多项式的零点（即
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ Ｇａｕｓｓ 点）上对状态变量和控制变量进

行离散，以离散点上的状态变量和控制变量构造

拉格朗日多项式对连续状态变量和连续控制变量

进行逼近，通过对全局差值多项式求导来近似状

态变量的导数，从而将微分方程约束转化为一组

代数约束． 性能指标中的积分项和终端状态由高

斯积分得到． 经过上述变换，就可将最优控制问

题转化为具有一系列代数约束的非线性规划

（ＮＬＰ）问题．
３􀆰 ２　 ＮＬＰ 问题求解策略

在高精度的优化设计中，离散点的数量通常

很大，导致求解变量数量也随之剧增，若直接对大

规模 ＮＬＰ 问题进行求解可能会导致收敛速度非

常慢，甚至不能收敛． 针对这一问题，本文提出串

行优化和弹性约束的求解策略（如图 ２ 所示）． 串

行优化有两层含义：１）将优化问题分成若干子

段，分段进行优化，以前一段的结果作为后一段的

初值，求出每一段各自部分最优解，再将各段优化

结果结合起来得到次优解，并作为原优化问题的

初始猜想，最终求得整体最优解；２）先以较少的

离散点来对轨道进行参数化，求得优化结果；对优

化结果进行插值，将优化结果映射到新的计算网

格上作为初始猜想，然后逐步增加离散点，提高计

算精度． 弹性约束指先忽略（或者放宽）某些约

束，使得 ＮＬＰ 问题能够快速收敛，当离散点逐步

增多时增加（或收紧）被忽略（或放宽）的约束，这
样逐级进行计算，不断提高精度，最终求得满足约
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束的精确解．

部分最优解

部分最优解

部分最优解

部分最优解

初始猜想 整体最优解……

▲ ▲

（ａ）串行优化求解策略

▲

▲

▲

粗离散 粗略解 初始猜想

细离散
精确解

（ｂ）弹性约束求解策略

图 ２　 两种不同意义下的串联优化策略

　 　 在进行计算时，不仅两种意义下的串行优化

策略可以互相包含，交叉使用，而且串行优化策略

可以与弹性约束策略相互耦合． 灵活地运用串行

优化和弹性约束策略不仅可以增强计算的鲁棒

性，而且可以显著加快收敛速度．
３􀆰 ３　 自动微分

采用 ＳＱＰ 方法对得到的 ＮＬＰ 问题进行求解

时，导数的计算精度关系到最终结果的精度以及

ＮＬＰ 问题收敛的快慢，导数计算精度不高甚至会

导致 ＮＬＰ 问题的求解过程不能收敛． 常用的导数

计算方法一般有解析导数、有限差分和自动微分

３ 种． 解析导数只适用于导数所依赖的自变量关

系较为简单的情况，当导数所依赖的自变量关系

较为复杂时则很难得到解析导数，因此解析导数

的适用范围有限． 有限差分法是普遍采用的一种

数值计算导数的方法，分为前向差分、后向差分以

及中心差分，有限差分实现简单，但计算精度不

高． 自动微分是机械地运用链式求导法则对计算

机程序形式的函数求导的一组技术［１９］ ． 自动微分

的基本思想是无论描述函数的程序多么复杂，其
本质都是执行一系列的元代数运算或元函数运

算． 对这些初等运算迭代地运用链式求导法则，
就可以自动、精确地得到目标函数的任意阶

导数［２０］ ．
根据链式求导法则累加的方式不同，自动微

分分为正向模式和逆向模式． 如果从中间变量到

独立变量按照程序的执行顺序进行求导称为正向

模式；反之，如果从依赖变量到中间变量按照与程

序执行顺序相反的方向进行求导称为逆向模式．
由于向量函数的求导最终需要转换为标量函数的

求导，因此下面以标量函数的求导为例来说明正

向模式和逆向模式的实现方式．
考虑函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｆ： Ｒｎ →Ｒ，可以由下面的

程序实现：
　 　 　 Ｆｏｒ ｉ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｍ
　 　 　 　 　 　 ｘｉ ＝ ｆｉ（ｘ ｊ） ｊ∈Ｊｉ

　 　 　 Ｅｎｄ
　 　 　 ｙ ＝ ｘｍ ．
其中函数 ｆｉ 依赖于已经计算出的 ｘ ｊ 的值，ｊ ∈ Ｊｉ，
Ｊｉ ⊂｛１，２，…，ｉ － １｝， ｉ ＝ １，２，…，ｍ，即 ｆ由 ｍ － ｎ
个基本初等函数 ｆｉ 复合而成． 基本初等函数 ｆｉ 的
导数 ∇ｆｉ ＝ （∂ｆｉ ／ ∂ｘ ｊ） ｊ∈Ｊｉ 可以精确求得． 由链式求

导法则可以得到正向自动微分的实现方式如下所

示：
　 　 Ｆｏｒ ｉ ＝ １，２，…，ｎ
　 　 　 　 ∇ｘｉ ＝ ｅｉ
　 　 Ｅｎｄ
　 　 Ｆｏｒ ｉ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｍ
　 　 　 　 ｘｉ ＝ ｆｉ（ｘ ｊ） ｊ∈ＪＩ

　 　 　 　 ∇ｘｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｊｉ

∂ｆｉ
∂ｘ ｊ

∇ｘ ｊ

　 　 Ｅｎｄ
　 　 ｙ ＝ ｘｍ

　 　 ｇ ＝ ∇ｘｍ

其中 ｅｉ 为 Ｒｎ 空间中第 ｉ 个笛卡尔基向量．
　 　 为了描述自动微分的逆向模式，记与中间变

量 ｘｉ 相关的导数为 􀭰ｘｉ ≡ ∂ｘｍ ／ ∂ｘｉ ．由定义可以得到

􀭰ｘｍ ＝ １，∂ｆ（ｘ） ／ ∂ｘｉ ＝ 􀭰ｘｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ．由链式求导

法则可以得到 􀭰ｘ ｊ ＝∑
ｉ∈Ｔｊ

（∂ｆｉ ／ ∂ｘ ｊ）􀭰ｘｉ，其中 Ｔ ｊ ≡｛ ｉ≤

ｍ：ｊ ∈ Ｊｉ｝，进而得到逆向模式的实现方式如下所

示：
　 　 Ｆｏｒ ｉ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｍ
　 　 　 　 ｘｉ ＝ ｆｉ（ｘｉ） ｊ∈Ｔｉ

　 　 　 　 􀭰ｘｉ ＝ ０
　 　 Ｅｎｄ
　 　 ｙ ＝ ｘｍ

　 　 􀭰ｘｍ ＝ γ
　 　 （􀭰ｘｉ） ｎ

ｉ ＝ １ ＝ 􀭵ｇ
　 　 Ｆｏｒ ｉ ＝ ｍ，ｍ － １，…，ｎ ＋ １

　 　 　 　 􀭰ｘ ｊ ＝ 􀭰ｘ ｊ ＋
∂ｆｉ
∂ｘ ｊ

􀭰ｘｉ， ｆｏｒ ａｌｌ ｊ ∈ Ｊｉ

　 　 Ｅｎｄ
ｇ ＝ （􀭰ｘｉ） ｎ

ｉ ＝ １

其中（·） ｎ
ｉ ＝ １表示 ｉ从 １ 增长到 ｎ．当取初始向量 􀭵ｇ ＝

０，γ ＝ １ 时，计算所得向量 ｇ 即为梯度 ∇ｆ．
为了提高计算精度和收敛速度，本文采用自

动微分计算约束和目标函数的一阶导数，以此提

供给 ＳＱＰ 方法进行迭代运算． 假设离散后的动力
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学方程在第 ｋ 个离散点处的状态为 Ｘｋ，约束向量

为 Ｃｋ，则采用前向自动微分求解约束 Ｃｋ 对 Ｘｋ 的

一阶导数可以表示为

　
∂ｃｋｍ
∂ｘｋｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｋｊ ＝ ｘｐ

＝
∂ｃｋｍ
∂ｆ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ１ ＝ ｆ１ｐ

∂ｆ１
∂ｘｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｉｊ ＝ ｘｐ

＝

　 　
∂ｃｋｍ
∂ｆ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ１ ＝ ｆ１ｐ

∂ｆ１
∂ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ２ ＝ ｆ２ｐ

∂ｆ２
∂ｘｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｉｊ ＝ ｘｐ

＝ … ＝

　 　
∂ｃｋｍ
∂ｆ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ１ ＝ ｆ１ｐ

∂ｆ１
∂ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ２ ＝ ｆ２ｐ

…
∂ｆｎ－１
∂ｆｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆｎ ＝ ｆｎｐ

∂ｆｎ
∂ｘｋｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘｋｊ ＝ ｘｐ

．

其中 ｃｋｍ 为离散约束向量 Ｃｋ 的元素，ｘｉｊ 为离散状

态向量 Ｘｋ 的元素．
∂ｃｋｍ
∂ｆ１

，
∂ｆ１
∂ｆ２

，…，
∂ｆｎ－１
∂ｆｎ

，
∂ｆｎ
∂ｘｉｊ

均为基

本初等函数的求导． 无论 ｃｋｍ 的形式多么复杂，经
过有限步总能分解为初等函数的导数相乘的形

式，而初等函数的导数都具有解析表达式，可以精

确求解． 把
∂ｃｋｍ
∂ｆ１

，
∂ｆ１
∂ｆ２

，…，
∂ｆｎ－１
∂ｆｎ

，
∂ｆｎ
∂ｘｉｊ

等的导数值相乘

即可得到导数
∂ｃｋｍ
∂ｘｋｊ

的值，进而求得
∂Ｃｋ
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配点法（伪谱法属于全局配点法） 得到的非线性规

划问题，离散点处的约束通常只与当前点的离散状

态变量以及离散控制变量相关，因此当前约束对非

当前点的离散量的导数为 ０． 所以通过预先的判

断，可以避免不必要的微分计算，减小计算量．
目前运用算子重载方法的自动微分软件的典

型 代 表 有 ＡＤＯＬ⁃Ｃ、 ＡＤＦ、 ＦＡＤＢＡＤ ／ ＴＡＤＩＦＦ、
ＣｐｐＡＤ、ＡＤＣ 和 ＭＡＤ 等，基于代码转化方法实现

的典型软件包有 ＡＤＩＣ、ＴＡＰＥＮＡＤＥ、ＡＤＩＦＯＲ 和

ＯｐｅｎＡＤ 等． 本文采用 ＭＡＤ 软件包作为自动微分

工具，它是 ＴＯＭＬＡＢ 软件中的一个 ＭＡＴＬＡＢ 工具

箱，采用前向自动微分模式．

４　 仿真计算与分析

本文以地球－金星－火星交会任务的燃料最

省小推力借力转移轨道进行设计． 探测器在

２０２１ 年１ 月 １ 日到 ２０２１ 年 １２ 月 ３１ 日之间从地

球发射，假设出发时刻探测器的日心位置和速度

与地球相同（即探测器的地球逃逸速度为零）；飞
越金星进行借力，借力高度范围为 ２００ ｋｍ ～
１０ ０００ ｋｍ；最终与火星交会；总飞行时间约束在

５００ ｄ 到 １ ５００ ｄ 之间． 行星借力模型采用 Ｂ 平面

模型，采用高斯伪谱法分别对地球到金星和金星

到火星的轨道进行离散化． 由于整个轨道的空间

和时间跨度很大，为了得到较高的精度就必须采

用足够多的配点． 整个轨道采用的配点数 Ｎ ＝ ２００
（地球到金星、金星到火星分别 １００ 个配点），使
用基于 ＭＴＡＬＡＢ 的 ＴＯＭＬＡＢ 对 ＮＬＰ 问题进行编

程求解，导数信息通过 ＭＡＤ 用自动微分法进行

计算． 探测器的主要参数见表 １．

表 １　 探测器主要参数

探测器性能
探测器

初始质量 ／ ｋｇ
地球逃逸

双曲线速度 ／ （ｋｍ ／ ｓ）
发动机输入

功率 ／ ｋｗ
发动机工作效率 发动机比冲 ／ ｓ

参数 １ ２００ ０ ６􀆰 ５ ０􀆰 ６５ ３ １００

　 　 尽管高斯伪谱法具有较强的鲁棒性，但是由

于小推力借力轨道的优化设计非常复杂，如果直

接对大规模的 ＮＬＰ 问题进行求解会导致收敛速

度比较慢，甚至不能收敛，因此本文采用前面所述

的串行优化和弹性约束策略． 首先将轨迹优化问

题分解为地球到金星和金星到火星的小推力轨道

转移问题，求出次优解；然后以次优解作为初始猜

想，分别采用不同的高斯点进行串联求解，即以较

少离散点的优化结果作为下一步优化的初始猜

想，逐级进行优化． 表 ２ 给出了不同串联级数的

优化耗时， 当配点数 Ｎ ＝ ２０，４０，６０ 时不考虑借力

高度约束，Ｎ ＝ ８０，１００，２００ 时增加对借力高度的

约束，使 ＮＬＰ 问题能够很快收敛．
　 　 可以看到，随着串联级数的增加，总的优化耗

时逐渐减少，但是在一定串联级数之后优化耗时

随串联级数的增加不再明显减少，这是由于一定

串联级数之后优化结果已经接近最终优化结果．
Ｎ ＝ ２００ 时离散变量个数达到了 ２ ０１９ 个，约束为

１ ６１８ 个，对于如此大规模的 ＮＬＰ 问题，通过串联

优化仍然能够快速收敛，精确得到了满足上述约

束条件的小推力借力轨道，证明了本文求解策略

的有效性． 主要优化结果如表 ３．
表 ２　 不同串联优化级数求解耗时对比

项目 耗时 ／ ｓ 剩余质量 ／ ｋｇ

初始猜想计算 １４８􀆰 ２７ ———

Ｎ ＝ ２０，４０，２００ ９１１􀆰 ３８ ６８４􀆰 ９２３ ６９

Ｎ ＝ ２０，４０，６０，２００ ３６１􀆰 ５８ ６８４􀆰 ９２３ ６７

Ｎ ＝ ２０，４０，６０，８０，２００ ３２４􀆰 ４２ ６８４􀆰 ９２３ ６６

Ｎ ＝ ２０，４０，６０，８０，１００，２００ ３１９􀆰 ７４ ６８４􀆰 ９２３ ６６
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表 ３　 小推力借力轨道优化结果

轨道参数 地球发射日期 地球到金星转移时间 ／ ｄ 金星到火星转移时间 ／ ｄ 借力高度 ／ ｋｍ Ｂ 平面角 ／ （ °） 剩余质量 ／ ｋｇ

优化结果 ２０２１ ／ ０８ ／ ２７ １８５．２２６ ７ ９０１．５５４ １ ８ ３５６．６８８ １ １８０．０００ ０ ６８４．９２３ ７

　 　 导数信息的计算精度对依赖于导数信息的

ＮＬＰ 问题求解方法的收敛速度有很大影响，精度

越高，收敛速度越快． 为了排除实现语言和实现

方式对计算时间的影响，以约束函数（目标函数

过于简单，无比较意义）的计算次数和约束雅可

比矩阵的计算次数作为指标对自动微分方法和差

分方法对优化过程的影响进行了比对，如表 ４ 所

示，结果显示自动微分方法能够明显加快优化的

收敛速度．
表 ４　 自动微分与差分方法计算导数对优化过程的影响对比

配点数
约束函数计算次数

自动微分 差分

约束雅可比矩阵计算次数

自动微分 差分

２０ ３ ９５３ ５ ２９３ １ １５８ ５ ２９２

４０ ４ ８６６ ６ ８０６ １ ６４２ ６ ８０６

６０ ６６ １ ６７８ ３５ １ ６７８

８０ ３４ １１ ５８０∗ ２５ １１ ５８０∗

１００ ３２ ２９３ ２４ ２９３

２００ ２１ １７ １７ １７

　 　 ∗注：未收敛

　 　 图 ３ 给出了探测器的整个飞行轨迹，可以看到

优化结果很好地满足了借力和交会条件，验证了本

文算法的正确性． 图 ４ 为飞行轨迹在 ｘ － ｙ 平面的

投影，清晰地反映了轨迹与各行星之间的关系．
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图 ３　 探测器三维轨迹

2

1

0

-1

-2

x/AU

y/
AU 金星

火星

太阳
地球

-1 0 1 2

图 ４　 探测器轨迹在 ｘ－ｙ 平面的投影

　 　 图 ５ 为探测器日心距和速度的变化历程， 其

中探测器的速度在进行借力后存在突变，这是由

于 Ｂ 平面模型没有考虑借力的过程，认为借力是

在某一点瞬时完成的． 由于 Ｂ 平面模型并不影响

探测器的位置，因此探测器的日心距不存在突变．
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图 ５　 探测器日心距与速度时间历程

　 　 图 ６ 给出了控制角的变化历程． 同样也是由

于 Ｂ 平面模型的原因，俯仰角与偏航角都存在突

变． 借力前，俯仰角单调增加，但始终为负值，这
是因为金星轨道半径小于地球轨道半径，探测器

必须不断减小日心距． 而借力后由于火星轨道半

径大于金星轨道半径，探测器首先需要增加日心

距，当达到火星轨道附近时为了满足与火星交会

的要求，探测器需再对控制角进行调整． 偏航角

的变化幅值较小，这是因为金星、地球和火星轨道

的轨道倾角相差不大，轨道面之间的调整所需控

制力较小．
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图 ６　 控制角时间历程

５　 结　 语

本文基于自动微分和高斯伪谱法研究了小推

力借力轨道的优化设计问题，将发射时间的搜索

与轨道的设计包含在了同一计算框架内，避免传

统混合方法中随机搜索算法收敛速度慢、精度低

的缺点． 为了增强算法的鲁棒性、加快收敛速度，
本文提出了串联优化策略和弹性约束策略． 针对
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有限差分法求解导数信息精度有限而解析导数又

难以获得的问题，本文采用自动微分的方法求解

导数信息，保证了导数计算的高精度和快速收敛．
通过地球－金星－火星小推力借力轨道的仿真验

证，证明了本文算法的正确性和有效性，为未来深

空探测轨道优化提供了有益的参考．
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