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超冗余液压振动台的模态空间解耦控制
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摘　 要： 为解决超冗余振动台在带负载工作时自由度间出现耦合运动的现象，提出一种基于模态空间的解耦控制策略．
建立液压伺服系统的线性化模型，将液压缸视为液压弹簧，分析超冗余振动台的振动模态方程；通过标准模态矩阵及其

逆矩阵，将超冗余振动台由自由度空间转到无耦合的模态空间进行控制；在模态空间应用三状态反馈控制，通过极点配

置，实现自由度间的解耦控制． 仿真结果表明，该模态解耦控制策略在时域和频域内均可有效降低超冗余振动台自由度

间的动力学耦合，提高位姿的跟踪精度．
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　 　 多轴振动台在大型结构件、建筑和桥梁等各类

试验中发挥着重大的作用［１－５］ ．与冗余度为 ２ 的常

规冗余振动台相比，超冗余振动台的作动器数量超

过 ８ 个，可以承受更大的负载［６］ ．冗余振动台常用

基于自由度零位线性化的控制策略［７－８］，其控制点

为上平台的几何中心．当振动台带负载工作时，由
于负载的质心与控制点不重合，使得振动台存在动

力学耦合，即水平方向的运动与绕水平轴的转动之

间存在耦合作用，降低了系统的位姿跟踪精度．超

冗余振动台由于具有更大的承载能力，因此其动力

学耦合现象也更为突出．韩俊伟［８］以瞬态力的方式

提出了多轴振动台的动力学耦合现象，并通过对转

动给定信号进行补偿来实现瞬态力的控制，但是其

并未对水平和转动之间的耦合进行分析，且补偿策

略中需要对加速度反馈信号进行微分，而实际加速

度信号往往存在较大的噪声和失真．Ｔａｇａｗａ 等［９］通

过迭代的方式对给定信号进行补偿，实现振动台的

解耦控制，不过该策略需要增加额外的振动控制

器，并且需要较长的迭代时间．Ｐｌｕｍｍｅｒ 等［１０］ 为提

高飞行模拟器的动态响应，提出模态控制策略．
Ｊｉａｎｇ 等［１１］在其基础上引入重力补偿，并增加压力

反馈环节，提高系统的阻尼比，进一步拓展频宽．
Ｙａｎｇ［１２］和 Ｏｇｂｏｂｅ［１３］等将六自由度运动台从关节



空间转换到模态空间进行解耦控制．这些模态控制

策略针对的是无冗余的 Ｇｏｕｇｈ⁃Ｓｔｅｗａｒｔ 运动台，且
其目的是增加单自由度运动时的频宽，各个自由度

之间则依然存在耦合现象．
将液压缸考虑为液压弹簧，建立超冗余振动

台的自由振动模型，通过标准模态矩阵将振动微

分方程中的质量矩阵和刚度矩阵进行对角化处

理．在自由度零位线性化控制框架下引入标准模

态矩阵及其逆矩阵，将自由度控制转为模态控制，
使得多输入多输出系统（ＭＩＭＯ）变成多个单输入

单输出系统（ＳＩＳＯ）．在模态空间内应用 ＳＩＳＯ 系统

的三状态反馈策略，对各个模态传递函数进行极

点配置，实现各自由度之间的解耦控制．

１　 超冗余振动台模型

１􀆰 １　 超冗余液压振动台

本文研究的超冗余液压振动台共有 １２ 组液

压伺服系统，均匀分布在自由度空间 ３ 个垂直方

向，其冗余自由度为 ６，如图 １ 所示．每套液压伺服

系统包括伺服阀、液压缸、位移及加速度传感器

等，分别通过球铰与上平台和基础相连接．图 １ 中

给出了体坐标系及惯性坐标系的方向，初始位置

时，２ 个坐标系的原点在上平台几何中心重合．
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图 １　 超冗余液压振动台

１􀆰 ２　 电液伺服系统模型

超冗余振动台的电液伺服系统主要由伺服阀

和双出杆对称缸组成，如图 ２ 所示．
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图 ２　 电液伺服系统

　 　 电液伺服阀的固有频率一般远大于液压缸的固

有频率，因此可以将伺服阀看成一个比例环节［１４］：
ｘｖ，ｊ ＝ ｋｖ ｉｕ，ｊ ． （１）

式中： ｘｖ，ｊ 为第 ｊ个伺服阀阀芯位移，ｉｕ，ｊ 为第 ｊ个伺

服阀的输入电流信号，ｋｖ 为阀芯位移与电流之间

的比例系数．
为便于分析，对液压系统模型进行线性化处

理．考虑液压缸处于中位，对滑阀的流量方程在工

作点附近进行泰勒展开，可以得到

ＱＬ，ｊ ＝ ｋｑｘｖ，ｊ － ｋｃＰＬ，ｊ ． （２）
式中：ＱＬ，ｊ 为第 ｊ 个液压缸的负载流量， ｋｑ 为流量增

益， ｋｃ 为流量压力系数，ＰＬ，ｊ 为第 ｊ 个液压缸的负载

压力．
　 　 液压缸的流量连续性方程为

ＱＬ，ｊ ＝ Ａｌ̇ｊ ＋ ｃｔｃｐＬ，ｊ ＋ ｃｒ ｐ̇Ｌ，ｊ ． （３）
式中： Ａ 为液压缸有效面积；ｌ ｊ 为第 ｊ 个液压缸的

活塞位移；ｃｔｃ 为液压缸的总泄漏系数；ｃｒ 为油液压

缩系数，且 ｃｒ ＝ Ｖｔ ／ （４βｅ）， Ｖｔ 为液压缸腔总容积，
βｅ 为等效体积弹性模数．

第 ｊ 个液压缸的出力 ｆｌ，ｊ 表示为

ｆｌ，ｊ ＝ ＡＰＬ，ｊ ． （４）
１􀆰 ２　 超冗余振动台的自由振动模型

将超冗余液压振动台中的液压缸考虑为液压

弹簧，可以得到如图 ３ 所示的自由振动模型，其中

液压弹簧刚度为

ｋｌ ＝ Ａ２ ／ ｃｒ ． （５）
该自由振动模型的振动微分方程可以表示为

Ｍｑ̈ ＋ Ｋｑ ＝ ０ ．
式中 ｑ 为自由度空间的位姿向量．
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图 ３　 超冗余液压振动台的自由振动模型

　 　 根据动能方程和势能方程，可得质量矩阵：

Ｍ ＝

ｍ ０ ０ ０ ｍａΔｈ ０
０ ｍ ０ － ｍａΔｈ ０ ０
０ ０ ｍ ０ ０ ０
０ － ｍａΔｈ ０ Ｉｘ ０ ０

ｍａΔｈ ０ ０ ０ Ｉｙ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｉｚ
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式中： ｍａ 为负载质量，ｍｏ 为上平台质量，Ｉｘ、Ｉｙ、Ｉｚ
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分别为平台和负载绕 ｘ、ｙ、ｚ轴的总转动惯量， ｍ ＝
ｍａ ＋ ｍｏ 为中上平台及负载的总质量，Δｈ 为负载

质心与上平台中心的距离．刚度矩阵 Ｋ 表示为

Ｋ ＝ ｋｌＪＴＪ ． （６）
式中： Ｊ 为雅可比矩阵，是自由度位姿速度到液压

缸速度的变换矩阵 ｌ̇ ＝ Ｊｑ̇．
　 　 根据振动理论［１５］，振动模态关于质量矩阵和

刚度矩阵正交，因此存在标准模态矩阵 Φ，使得

Ｍ^ ＝ ΦＴＭΦ ＝ Ｉ，
Ｋ^ ＝ ΦＴＫΦ ． （７）

式中： Ｍ^为模态质量矩阵；Ｉ为单位矩阵；Ｋ^为模态

刚度矩阵，即

Ｋ^ ＝

ω２
１ ０ … ０

０ ω２
２ … ０

︙ ︙ ︙
０ ０ … ω２

６

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

式中 ω ｊ 为第 ｊ 阶模态对应的固有频率．
标准模态矩阵及模态刚度矩阵可以调用

ＭＡＴＬＡＢ 中的语句 ［Φ， Ｋ^］ ＝ ｅｉｇ（Ｋ，Ｍ） 进行求

解．结合式（６） 和式（７） 可以得

ΦＴＪＴＪΦ ＝ Ｋ^ ／ ｋｌ ． （８）

２　 模态空间解耦控制

２􀆰 １　 三状态反馈控制

由于液压系统的阻尼比较小，系统在液压固

有频率附近有较大的谐振峰，稳定性不好，因此振

动台的控制中常用三状态反馈控制来增加系统阻

尼比，改善稳定性［８］ ．
对于典型的电液位置伺服系统，如果不考虑

伺服阀的动态特性，其比例控制时的开环特性可

以近似描述为三阶传递函数：
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ｓ ｓ２
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．

　 　 三状态反馈的控制框图如图 ４ 所示，设系统

经过三状态反馈控制后的期望开环传递函数为
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由图 ４ 中可得该系统的开环传递函数为
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． （１０）

三状态反馈控制的设计，就是求取图 ４ 中的

３ 个反馈系数，比较式（９）与式（１０），令其系数相

等，可得
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ｋ
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ｋ０（１ ＋ ｋｖｆｋ）

ｋ
．

式中： ｋａｆ、ｋｖｆ、ｋｄｆ 分别为加速度、速度及位移反馈

系数．
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图 ４　 三状态反馈控制

２􀆰 ２　 模态空间解耦控制

由于超冗余振动台的承载能力较大，与负载

和平台质量相比，液压缸的质量可以忽略不计，用
单刚体描述其动力学方程即可．另外考虑到多轴

振动台在垂向有重力平衡装置，且离心力和科氏

力对系统的动态特性影响较小［１６］，因此将其动力

学微分方程表示为

Ｍｑ̈ ＝ ＪＴｆｌ ． （１１）
式中： ｆｌ ＝ ［ ｆｌ，１ ｆｌ，２ … ｆｌ，１２］ Ｔ 为１２个液压缸的

出力构成的矢量．结合式（２） ～ （４） 可得

ｆｌ，ｊ ＝
ｋｖｋｑＡ

ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ
ｉｕ，ｊ ＋

Ａ２ｓ
ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ

ｌ ｊ ． （１２）

式中： ｋｃｅ ＝ ｋｃ ＋ ｃｔｃ，为总的流量压力系数．考虑到

振动台的 １２ 个液压缸，式（１２） 可变为

ｆｌ ＝
ｋｖｋｑＡ

ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ
ｉｕ ＋ Ａ２ｓ

ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ
ｌ ． （１３）

式中： ｉｕ ＝ ［ ｉｕ，１ ｉｕ，２ … ｉｕ，１２］ Ｔ 为 １２ 个伺服阀

的输入电流构成的矢量； ｌ ＝ ［ ｌ１ ｌ２ … ｌ１２］ Ｔ

为 １２ 个液压缸位移构成的矢量．
将式（１３）代入式（１１），并进行拉斯变换，得

Ｍｓ２ｑ ＝ ＪＴ ｋｖｋｑＡ
ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ

ｉｕ ＋ Ａ２ｓ
ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ

ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

令 ｉｕ ＝ Ｊｕ， ｌ ≈ Ｊｑ，式（１４） 变为

Ｍｓ２ｑ ＝
ｋｖｋｑＡ

ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ
ＪＴＪｕ ＋ Ａ２ｓ

ｃｒｓ ＋ ｋｃｅ
ＪＴＪｑ ． （１５）

结合式（５）和式（１５），整理可得

ｓ Ｍ
ｋｌ
ｓ２ ＋

Ｍｋｃｅ

Ａ２ ｓ ＋ ＪＴＪ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ ＝

ｋｖｋｑ

Ａ
ＪＴＪｕ ． （１６）
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　 　 式（１６）即为采用自由度零位线性化控制时

的系统传递函数，由于质量矩阵 Ｍ 为非对角矩

阵，因此该系统的各个自由度位姿之间存在耦合，
引入标准模态矩阵Φ，令 ｑ ＝ Φｑ^， ｕ ＝ Φｕ^，并结合

式（８），式（１６） 变为

ｓ Ｍ^
ｋｌ
ｓ２ ＋

Ｍ^ｋｃｅ

Ａ２ ｓ ＋ Ｋ^
ｋｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ^ ＝

ｋｖｋｑＫ^
Ａｋｌ

ｕ^．

　 　 由于模态质量矩阵 Ｍ^、模态刚度矩阵 Ｋ^ 均为

对角矩阵，经过模态矩阵变换后，系统由ＭＩＭＯ解

耦为 ６ 个 ＳＩＳＯ 三阶系统，模态位移与模态控制量

间可以实现独立控制．第 ｉ阶模态的开环传递函数

可以描述为

ｓ
ｓ２

ω２
ｉ

＋ ｓ
Ａ２ω２

ｉ ／ （ｋｃｅｋｌ）
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ^ｉ ＝

ｋｖｋｑ

Ａ
ｕ^ｉ ． （１７）

式中 ω ｉ 为第 ｉ阶模态的固有频率，ｑ^ｉ 为第 ｉ阶模态

位移，ｕ^ｉ 为第 ｉ 阶模态控制量． 根据式（１７）得

２
ωｉ

ζｉ
＝
Ａ２ω２

ｉ

ｋｃｅｋｌ
． （１８）

式中： ζ ｉ 为第 ｉ 阶模态的阻尼比，由式（１８） 得

ζｉ ＝
ｋｃｅｋｌ

２Ａ２ωｉ

．

　 　 根据上文分析，并将三状态控制策略引入模

态空间进行控制，可以得到如图 ５ 所示的模态解

耦控制策略．液压缸的位移、速度及加速度反馈信

号经过自由度合成矩阵转为自由度反馈信号，将
自由度反馈信号通过模态变化转为模态反馈信

号，参与模态空间的三状态反馈控制， 模态控制

量 ｕ^ 经过模态矩阵和自由度分解矩阵转为 １２ 路

电液伺服阀的电流输入 ｉｕ，从而实现超冗余振动

台在模态空间的解耦控制．

qdes

自由度
位姿给定

逆模态
矩阵Φ-1

+

-qdes

^模态反馈q

Kdf

模态空间三状态反馈
++

+ +

u
^

^

q̂

q̂
..

u

Kvf

Kaf

逆模态
矩阵Φ-1

模态
矩阵
Φ

q

qq...
自由度合
成矩阵J1

自由度分
解矩阵J

12组电液
伺服系统

超冗余
振动台

fliu

液压缸位移l

速度l、加速度l
...

-

.

图 ５　 超冗余液压振动台的模态解耦控制框图

３　 仿真分析

在 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 中，根据式（１） ～ （４）建立电液伺

服系统的仿真模型，超冗余振动台机械动力学部

分的仿真模型通过 ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ 建立，其仿真模

型如图 ６ 所示．
　 　 本文研究的超冗余液压振动台的仿真参数如

表 １ 所示．仿真时采用定步长，步长为 １ ｍｓ． 图 ６　 超冗余振动台 ＳｉｍＭｅｃｈａｎｉｃｓ 仿真模型

表 １　 超冗余液压振动台的仿真参数

上平台

质量 ／ ｋｇ
负载

质量 ／ ｋｇ
负载偏

心距 ／ ｍ

转动惯量 ／ （ｋｇ·ｍ２）

绕 ｘ 轴 绕 ｙ 轴 绕 ｚ 轴

液压缸有效

作用面积 ／

ｃｍ２

液压缸

行程 ／
ｍｍ

总流量

压力系数 ／

（ｍ３·ｓ－１·Ｐａ－１）

等效体积

弹性模数 ／
ＭＰａ

伺服阀流量

（７ ＭＰａ 压降） ／

（Ｌ·ｍｉｎ－１）

１ ０００ ４ ０００ ０􀆰 ５ １ ９３０ １ ９６０ ９６０ １８􀆰 ８５ ８０ ４×１０－１２ ０．７ ６３０

　 　 水平方向液压缸的距离 ｌｘ１ ＝ ｌｙ１ ＝ ０􀆰 ５ ｍ， ｌｘ２ ＝
ｌｙ２ ＝ １ ｍ；垂直方向液压缸之间的距离 ｌｚ ＝ １ ｍ，如
图 １ 所示．
　 　 为对本文的解耦控制策略进行验证，将其与传

统自由度零位线性化控制下的效果相比较．首先在

ｘ 方向给定幅值为 ５ ｍｍ、频率为 １０ Ｈｚ 的正弦信

号，同时在绕 ｙ 轴方向给定幅值为０􀆰 ０１ ｒａｄ、频率为

１ Ｈｚ 的正弦信号．解耦控制前后绕 ｙ 轴的转角如图

７ 所示．图 ７ 中可以看出，采用传统控制策略时，沿 ｘ

方向的运动会产生一个绕 ｙ 轴的倾覆力矩，使得绕

ｙ 轴的转动受到干扰力矩的影响，转角的跟踪精度

下降，波形出现失真，采用解耦控制后，转动姿态的

跟踪精度明显有了较大改善．
　 　 图 ８ 为绕 ｙ 轴转角误差的比较，可以看出，未
解耦时绕 ｙ 轴的转角误差存在一个频率为 １０ Ｈｚ
的波动分量，该波动是 ｘ 方向平动对绕 ｙ 轴转动

的耦合作用结果．引入解耦控制后，这部分的耦合

误差受到了明显的抑制．
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图 ８　 解耦前后绕 ｙ 轴正弦转角误差比较

　 　 分别在 ｘ、ｙ 方向用 ０～５０ Ｈｚ 的随机信号对系

统进行激励，其他方向的信号给定（设为零）．解耦

前后， 绕 ｘ、ｙ 轴的耦合转角如图 ９ 所示．从图 ９ 可

看出， 未解耦时，绕 ｘ 轴和 ｙ 轴的耦合转角的平均

幅值约为 ０􀆰 ００４ ｒａｄ，而经过解耦控制后，耦合转

角降低到几乎为零．

绕
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图 ９　 解耦前后耦合转角的时域比较

　 　 将绕 ｘ 轴的耦合转角与 ｙ 方向位移的比值进

行傅里叶变换，图 １０（ａ）给出了解耦前后绕 ｘ 轴

耦合转角比值在频域上的耦合对比图．同样，解耦

前后绕 ｙ 轴耦合转角比值在频域上的耦合对比分

析如图 １０（ｂ）所示．从图 １０ 中可以看出，未解耦

时，绕 ｘ 轴的耦合比值最大为 ２０ ｄＢ，解耦后，最大

耦合比值减低到了－１４０ ｄＢ．解耦控制后，绕 ｘ 轴

的耦合比值和绕 ｙ 轴的耦合比值在大部分的频率

范围内与未解耦时相比降低了 １５０ ｄＢ，转动与平

动之间的耦合显著下降．
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图 １０　 解耦前后耦合转角的频域比较

４　 结　 论

１）将液压缸作为液压弹簧，建立了超冗余液

压振动台的自由振动模型，给出了振动微分方程

中的质量矩阵和刚度矩阵，并用标准模态矩阵将

其对角化．
２）分别通过雅可比矩阵和标准模态矩阵，将

超冗余振动台的控制由关节空间转换到自由度空

间，再由自由度空间转换到模态空间进行三状态

反馈解耦控制，使得 ＭＩＭＯ 系统的控制转为多个

ＳＩＳＯ 系统的控制．
３）对基于模态空间的解耦控制策略进行了

仿真分析，结果表明，与传统的自由度零位线性化

控制策略相比，超冗余液压振动台在本文提出的

解耦方法下，转动跟踪精度显著提高，且在频域和
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时域上，自由度位姿间的耦合均明显减小．
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