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摘　 要： 为提高平面铰链四杆机构轨迹综合的速度与精度，提出基于 Ｂ 样条曲线的综合方法． 采用三次非均匀 Ｂ 样条曲

线对连杆曲线进行拟合，将 Ｂ 样条曲线控制多边形各相邻两边的夹角作为连杆曲线的特征参数，将大量连杆曲线特征参

数和对应的机构尺寸参数存入计算机以建立电子图谱库；当输入一定数目的有序离散数据点时，通过 Ｂ 样条曲线拟合得

到期望曲线，提取期望曲线的特征参数；再利用神经网络将期望曲线的特征参数与电子图谱库中特征参数进行匹配，从
而找到满足要求的机构，最终达到轨迹综合的目的． 设计实例表明，该方法可快速实现四杆机构的轨迹综合，综合的精度

高且所提取的特征参数与连杆曲线方位、缩放比例无关，减少了图谱库的数据冗余．
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　 　 轨迹综合是平面连杆机构综合的 ３ 类基本问

题之一，其主要目的是找到一个连杆机构，使其连

杆平面上某一点能依次通过某一预先给定的轨

迹．平面铰链四杆机构的轨迹综合一般有 ３ 种方

法：图解法、解析法和图谱法．
传统的图解法存在作图误差大，综合精度低

等缺点，目前已经很少使用．解析法通常与各种优

化方法结合运用，通过寻求最小目标函数来获得

最优解［１－４］，求解精度较高，但通常要受到初值选

择以及寻优方法的影响而难于收敛．随着计算机

技术的发展，计算机的海量存储能力和快速检索

能力使得图谱法在轨迹综合中应用得越来越广

泛．文献［５］通过建立已知机构的连杆转角曲线数

据库，将要实现的封闭轨迹曲线也转化成连杆转

角曲线，再与数据库中已有转角曲线比较，进而获

得满足要求的机构．文献［６－７］中提出利用神经



网络对平面连杆机构进行轨迹综合，通过运动学

仿真建立了一个大样本库，然后对神经网络进行

训练，可以通过训练好的神经网络找到综合问题

的近似解．文献［８－９］中采用小波分析方法提取

连杆轨迹的特征参数，构建连杆曲线图谱库进行

轨迹综合．文献［１０］中采用均匀 Ｂ 样条曲线来拟

合连杆轨迹，提取 Ｂ 样条曲线控制顶点的坐标作

为轨迹特征参数进行轨迹综合．文献［１１］中将连

杆曲线进行快速傅里叶变换，提取傅里叶级数作

为描述连杆曲线的谐波特征参数，然后生成连杆

曲线的电子图谱库，再从库中检索出满足要求的

机构．上述各种方法中有些方法图谱库中存储数

据较多，有些方法需要进行复杂后处理才能得到

机构的实际尺寸和安装尺寸，导致不易用编程的

方法快速找到合适的机构．
本文以曲柄摇杆机构为例，采用三次非均匀

Ｂ 样条曲线来拟合平面连杆曲线，通过程序自动

获取连杆曲线的型值点进行 Ｂ 样条曲线拟合，将
Ｂ 样条曲线的控制多边形各相邻两边间的夹角作

为表征连杆曲线形状特征的参数，连同对应的机

构尺寸参数建立连杆曲线的电子图谱库，再利用

人工神经网络进行特征参数匹配，快速获得合适

的平面铰链四杆机构，最终达到轨迹综合的目的．

１　 原始连杆曲线的生成

如图 １ 为曲柄摇杆机构 ＡＢＣＤ，其中假设 ＡＢ
为曲柄，各杆实际杆长为 ｌ１、ｌ２、ｌ３、ｌ４ 和 ｌ５，ＢＰ 与连

杆 ＢＣ 沿逆时针方向所成的角为 δ（０° ≤ δ ＜
３６０°） ．
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图 １　 曲柄摇杆机构的参数

　 　 为研究方便， 本文采用量纲一的相对杆长，
即取曲柄 ｒ１ ＝ ｌ１ ／ ｌ１ ＝ １，ｒ２ ＝ ｌ２ ／ ｌ１，ｒ３ ＝ ｌ３ ／ ｌ１，ｒ４ ＝
ｌ４ ／ ｌ１，ｒ５ ＝ ｌ５ ／ ｌ１ ．众所周知，只有 ｒ１、ｒ２、ｒ３ 及 ｒ４ 满足

一定的长度关系时，才能构成以 ｒ１ 为曲柄的曲柄

摇杆机构．现以 ｒ２ ＝ ａ（ａ ≥ １） 为例说明如何确定

ｒ３、ｒ４ 的取值范围．如图 ２ 所示，建立以相对杆长

ｒ２、ｒ３、ｒ４ 为坐标轴的三维直角坐标系 Ｏｒ２ｒ３ｒ４ ．过 ｒ２

轴上的一点（ａ，０，０） 作一平行于 Ｏｒ３ｒ４ 的平面 Ｍ，
在平面Ｍ内过点（ａ，１，ａ） 和点（ａ，ａ，１） 作两条与

ｒ３ 轴正向成４５°的射线ＥＥ′和ＦＦ′，连接Ｅ、Ｆ两点．
可以证明，线段ＥＦ与两射线ＥＥ′、ＦＦ′所围成的条

形区域为 ｒ３、ｒ４ 的取值范围．如图 ２ 中 Ｇ 点的坐标

为（ａ，ｂ，ｃ）， 则代表 ｒ１ ＝ １，ｒ２ ＝ ａ，ｒ３ ＝ ｂ，ｒ４ ＝ ｃ的曲

柄摇杆机构尺寸型．当 ｒ２ 变化时，ｒ３、ｒ４ 在条形区域

内的值应满足如下关系：
ｒ２ － ｒ３ ＋ ｒ１ ＜ ｒ４ ＜ ｒ２ ＋ ｒ３ － ｒ１，　 ｒ３ ＜ ｒ２；
ｒ３ － ｒ２ ＋ ｒ１ ＜ ｒ４ ＜ ｒ２ ＋ ｒ３ － ｒ１， 　 ｒ３ ≥ ｒ２ ．
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图 ２　 曲柄摇杆机构杆长尺寸分布

　 　 本文按照一定的步长变化 ｒ２、ｒ３、ｒ４ 的值，编
写程序生成了一定数量的曲柄摇杆机构的尺

寸型． 对于每一个尺寸型的曲柄摇杆机构，随连杆

点 Ｐ位置的不同（即 ｒ５ 和 δ发生变化） 产生的连杆

曲线也不同．文献［１２］ 在连杆平面上取了 ５ 行 １０
列共 ５０ 个点作为连杆点 Ｐ 的 ５０ 个位置（见图 ３） ．
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图 ３　 连杆点位置分布

　 　 本文为丰富图谱库中连杆曲线，选取了 １１行

２１列共２３１个点作为Ｐ的２３１个位置，其坐标值可

表示为

ｘＰ ＝ ｘＢ ＋ ｒ５ｃｏｓ δ，
ｙＰ ＝ ｙＢ ＋ ｒ５ｓｉｎ δ．

　 　 根据曲柄摇杆机构的尺寸参数变化，利用计

算机可批量完成连杆曲线的数据采集，即每一个

·１４·第 １ 期 于红英， 等： 平面铰链四杆机构的轨迹综合方法



尺寸型的曲柄摇杆机构的每一个连杆点在曲柄旋

转一周时所形成的连杆曲线上 Ｎ个点Ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，
３，…，Ｎ） 的坐标． 通过试验，每条连杆曲线上取

Ｎ ＝ ７２０ 时即可代表该曲线．

２　 连杆曲线的归一化

为便于连杆曲线特征匹配，需要对连杆曲线

进行归一化处理，使所有曲线的长、短和放置方式

统一，无论待识别的曲线是正放、竖放、斜放，或大

或小都能被识别出来．归一化具体方法如下．
１） 曲柄摇杆机构 Ａ ０Ｂ０Ｃ０Ｄ０Ｐ０ 的起始位置和

曲柄沿逆时针旋转时生成的连杆曲线如图 ４（ａ）
所示，找出连杆曲线上相距最远的两个点 Ｇ０、Ｈ０ ．

２） 将机构 Ａ ０Ｂ０Ｃ０Ｄ０Ｐ０ 和连杆曲线平移，使
偏左的点 Ｇ０ 与坐标原点重合，平移变换公式如式

（１） 所示：

　
ｘｉ０１

ｙｉ０１

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｔ１

ｘｉ０

ｙｉ０

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

１ ０ － ｘＧ０

０ １ － ｙＧ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｘｉ０

ｙｉ０

　 １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （１）

式中 Ｔ１ 为平移变换矩阵，ｉ 代表归一化过程中需

要进行坐标变换的各点的标号．变换后机构和连

杆曲线如图 ４（ｂ）所示．
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(e)沿x轴的反射和平移变换 (f)比例变换

H02

图 ４　 连杆曲线归一化过程

　 　 ３） 如图 ４（ｂ）所示， 计算 Ｇ０１Ｈ０１ 与 ｘ 轴正向

逆时针所成的角 α０，将机构 Ａ ０１Ｂ０１Ｃ０１Ｄ０１Ｐ０１ 和连

杆曲线顺时针旋转 α０ 使 Ｇ０１Ｈ０１ 与 ｘ 轴重合，旋转

变换公式如式（２） 所示， 变换后机构和连杆曲线

如图 ４（ｃ）所示．
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（２）
式中 Ｒ１ 为旋转变换矩阵．

４） 如图 ４（ｃ）所示，为使曲线凸起部分靠近 ｙ
轴，找到当前曲线上距 ｘ轴最远的点 Ｉ０２，Ｉ０２ 到 ｘ轴
的垂足为点 Ｊ０２ ．计算 Ｇ０２Ｊ０２ 和 Ｊ０２Ｈ０２ 的长度，若

Ｇ０２Ｊ０２ ＞ Ｊ０２Ｈ０２，则将机构 Ａ ０２Ｂ０２Ｃ０２Ｄ０２Ｐ０２ 连同连

杆曲线绕 ｙ 轴做反射变换，再平移，使 Ｈ０２ 与坐标

原点重合，变换公式如式（３） 所示，变换结果如图

４（ｄ） 所示； 若Ｇ０２Ｊ０２ ≤ Ｊ０２Ｈ０２，则保持原图，不进

行变换，但交换Ｇ０２、Ｈ０２ 两点代号，即使Ｈ０２ 点位于

坐标原点．
ｘｉ０３

ｙｉ０３

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｔ２·Ｓ１

ｘｉ０２

ｙｉ０２

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （３）

式中： Ｓ１ 为反射变换矩阵，Ｔ２ 为平移变换矩阵，
且当ｘＩ０２ ＞ ｘＨ０２

－ ｘＩ０２ 时，

Ｓ１ ＝
－ １ ０ ０
０ １ ０
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当 ｘＩ０２ ≤ ｘＨ０２
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．

５） 如图 ４（ｄ）所示， 为保证曲线凸起部分在

ｘ轴的上方较大，需判断 Ｉ０３ 点纵坐标的正负，然后

进行式（４） 的变换．若 ｙＩ０３ ＜ ０，则绕 ｘ 轴做反射变

换；若 ｙＩ０３ ≥ ０，则不变化． 变换结果如图 ４（ ｅ）
所示．
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式中 Ｓ２ 为反射变换矩阵，且当 ｙＩ０３ ＜ ０ 时，
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当 ｙＩ０３ ≥ ０ 时，
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．

　 　 ６） 如图 ４（ｅ）所示， 将机构 Ａ ０４Ｂ０４Ｃ０４Ｄ０４Ｐ０４
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连同连杆曲线缩小 ｋ０（ｋ０ ＝ Ｇ０Ｈ０） 倍， 比例变换公

式如式（５）所示，变换结果如图 ４（ｆ）所示．
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式中 Ｓ 为比例变换矩阵．
　 　 机构 Ａ ０Ｂ０Ｃ０Ｄ０Ｐ０ 连同连杆曲线经过归一化

处理，得到归一化后的机构 Ａ′０ Ｂ′０ Ｃ′０ Ｄ′０ Ｐ′０和归

一化后的连杆曲线以及在归一化过程中相关的 ６
个归一化参数：ｘＧ０

、ｙＧ０
、α０、ｘＩ０２、ｙＩ０３、ｋ０ ． 归一化变

换矩阵是以上 ６ 个变换矩阵的乘积，即
Ｍ ＝ Ｓ·Ｓ２·Ｔ２·Ｓ１·Ｒ１·Ｔ１ ．

３　 连杆曲线型值点的选择

在使用 Ｂ 样条曲线对连杆曲线进行拟合时，
连杆曲线上型值点的选择对曲线的特征参数提取

及其最终的拟合精度具有重大影响．由于本文利

用神经网络进行曲线特征参数的匹配， 而神经网

络的输入特征参数的数目必须是固定的，连杆曲

线又形态各异，初始型值点数目可能并不相等，因
此必须设计一套型值点自动选择算法，从连杆曲

线的 ７２０ 个点中找到 ｍ个能够描述曲线特征的点

ｑｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｍ － １） ．具体过程如下：
１）通过数值构造的方式计算出连杆曲线上

各点的一阶导数、二阶导数、曲率，选取轨迹上的

极值点、拐点以及曲率极值点作为初始型值点，如
图 ５（ａ）中“＋”所示．

２）删去步骤 １）中较为密集的型值点，遵循删

去曲率较小点的原则，剩余的型值点如图 ５（ｂ）中
“ｏ”所示．

３）步骤 ２）中剩余型值点数为 ｓ， 设最终有

ｍ ＋ ｔ 个特征参数作为神经网络的输入，其中 ｔ 为
连杆曲线精确拟合时再次插入的型值点数．为了

保证神经网络输入特征参数数目的一致性，应使

初始型值点数由 ｓ 变到 ｍ．若 ｓ ＞ ｍ，则将另外的

ｓ － ｍ 个 型值点依次插入到两个距离最远的型值

点中；若 ｓ ＜ ｍ，则在型值点密集处删去 ｍ － ｓ 个
点．经过反复试验，ｍ ＝ １２ 时在型值点数目较小的

情况下拟合效果较好， 如图 ５（ｃ）中“◁”所示．
４）对初始型值点进行调整，步骤 ３）中获得的

初始型值点并不能完全满足拟合精度的要求．因
此必须要对初始型值点进行调整．已知连杆曲线

的 Ｎ个点Ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｎ），结合下文中的Ｂ样

条曲线拟合方法，由 ｍ 个初始型值点得到初始拟

合曲线上的Ｎ个点Ｗｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｎ） ．为了便于

度量 拟 合 质 量， 定 义 最 大 拟 合 误 差 ｅｓｍａｘ ＝
ｍａｘ（‖Ｑｉ － Ｗｉ‖）（ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｎ）、平均拟合误

差 ｅｓ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（‖Ｑｉ － Ｗｉ‖），其中 ‖Ｑｉ － Ｗｉ‖ 表

示点Ｑｉ 到点Ｗｉ 的距离．最大拟合误差反应了拟合

曲线和连杆曲线最大分离程度，而平均拟合误差

则反应了整体的拟合效果．规定 ｅｓｍａｘ ＜ ０􀆰 ０１０ 和

ｅｓ ＜ ０􀆰 ００８ 时满足初始拟合精度要求．分别检查

ｅｓｍａｘ 和 ｅｓ，若满足要求则可以不再调整型值点，若
达不到要求，则找到连杆曲线上出现最大拟合误

差点的曲线段的两个型值点，按照一定步长调整

左右型值点位置，重新拟合曲线．重复以上步骤，
保证型值点数目不变情况下调整型值点的位置，
使拟合误差满足预期的精度要求，得到 ｍ 个型值

点 ｑｉ（ ｉ ＝ ０，１，…ｍ － １） ．最终得到的型值点如图

５（ｄ） 中“∗” 所示．

(a)构造型值点 (b)去除密集点

(c)型值点数目调整 (d)型值点位置调整

图 ５　 初始型值点选择的过程

４　 曲线特征提取与图谱库建立

给定连杆轨迹曲线（通常都是封闭的曲线）
上的一组首尾重合的数据点， 可构造出一条通过

该组数据点且满足误差要求的 Ｃｋ－１ 连续（具有

ｋ － １阶参数连续性） 的 ｋ 次封闭的 Ｂ 样条插值曲

线［１３－１５］ ．本文采用具有二阶参数连续性的三次非均

匀 Ｂ 样条闭合的插值曲线对连杆曲线上的数据点进

行拟合，将提取的型值点 ｑｉ（ｉ ＝ ０，１，…，ｍ － １） 作为

已知的数据点，拟合的 Ｂ 样条曲线由 ｎ ＋ １ 个控制

顶 点 ｄｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） 与 节 点 矢 量

Ｕ ＝ ［ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ＋ｋ＋１］ 来定义．
首先，要确定节点矢量 Ｕ．本文对于封闭的三次

非 均 匀 Ｂ 样 条 曲 线 定 义 域 ［ｕｋ，ｕｎ＋１］ ＝
［ｕ３，ｕｎ＋１］ ＝ ［０，１］ 内的节点采用规范积累弦长参数

化法来确定，该方法能够如实反映数据点按弦长的
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分布情况，定义域外节点确定为 ｕ０ ＝ ｕｎ－２ － １，ｕ１ ＝
ｕｎ－１ － １，ｕ２ ＝ ｕｎ － １，ｕｎ＋２ ＝ １ ＋ ｕ４，ｕｎ＋３ ＝ １ ＋ ｕ５，
ｕｎ＋４ ＝ １ ＋ ｕ６．

对于闭合的连杆曲线，Ｂ 样条曲线的首末端

点连接处同样要求具有 Ｃ２ 连续性，令首末 ３ 个控

制顶点依次相重合 ｄ０ ＝ ｄｎ－２，ｄ１ ＝ ｄｎ－１，ｄ２ ＝ ｄｎ，故
未知控制顶点共有 ｎ － ２ 个．对于插值曲线，反算

过程中应使曲线的分段连接点依次与 Ｂ样条曲线

定义域内节点一一对应起来，则

ｎ ＝ ｍ ＋ ｋ － １ ＝ ｍ ＋ ２．

用于拟合 ｍ ＋ １ 个数据点 ｑｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｍ） 的三

次 Ｂ 样条插值曲线方程为

　 　 　 ｐ（ｕ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｄ ｊＮ ｊ，３（ｕ） ＝ ∑

ｉ

ｊ ＝ ｉ－３
ｄ ｊＮ ｊ，３（ｕ），

ｕ ∈ ［ｕｉ，ｕｉ ＋１］ ⊂ ［ｕ３，ｕｎ＋１］ ． （６）
将曲线定义域内的节点值代入式（６）应满足

插值条件，即

ｐ（ｕｉ）＝ ∑
ｉ

ｊ ＝ ｉ－３
ｄｊＮｊ，３（ｕｉ）＝ ｑｉ－３， ｉ ＝ ３，４，…，ｎ；

ｐ（ｕｎ＋１） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｎ－３
ｄ ｊＮ ｊ，３（ｕｎ＋１） ＝ ｑｍ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

式（７）中含有 ｍ ＋ １ ＝ ｎ － １ 个方程，对于 Ｃ２ 连续

的三次非均匀 Ｂ 样条闭合曲线，由于首末数据点

相重合 ｑ０ ＝ ｑｍ，则方程数目减少一个，剩 ｍ ＝ ｎ －
２个．至此可由ｍ ＝ ｎ － ２个方程构成的方程组解出

ｎ － ２ 个未知控制顶点．根据以上条件整理可得到

以下矩阵方程：
ｘ１ ｚ１ ｙ１

ｙ２ ｘ２ ｚ２
⋱ ⋱ ⋱
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

其中

ｘｉ ＝
Δ ｉ ＋２（Δ ｉ ＋ Δ ｉ ＋１）
Δ ｉ ＋ Δ ｉ ＋１ ＋ Δ ｉ ＋２

＋
Δ ｉ ＋１（Δ ｉ ＋２ ＋ Δ ｉ ＋３）
Δ ｉ ＋１ ＋ Δ ｉ ＋２ ＋ Δ ｉ ＋３

，

ｙｉ ＝
（Δ ｉ ＋２） ２

Δ ｉ ＋ Δ ｉ ＋１ ＋ Δ ｉ ＋２
，

ｚｉ ＝
（Δ ｉ ＋１） ２

Δ ｉ ＋１ ＋ Δ ｉ ＋２ ＋ Δ ｉ ＋３
，

ｗ ｉ ＝ （Δ ｉ ＋１ ＋ Δ ｉ ＋２）ｑｉ －１，
Δ ｉ ＝ ｕｉ ＋１ － ｕｉ，　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２．

解矩阵方程即可求出未知的控制顶点，至此

可得到全部控制顶点．由反算出的控制顶点通过

德布尔算法［１３］即可求得 Ｂ 样条曲线上的点．
已知连杆曲线的 ｍ 个初始型值点，首先利用

上述方法得到初始的拟合曲线上的 Ｎ个点Ｗｉ（ ｉ ＝
１，２，３，…，Ｎ），然后对连杆曲线进行精确拟合．规
定 ｅｓｍａｘ ＜ ０􀆰 ００８ 和 ｅｓ ＜ ０􀆰 ００５ 时满足精确拟合精

度要求．具体方法为：在连杆曲线上找到与拟合曲

线的误差最大点处插入一个型值点，更新原有的

型值点并重新进行曲线拟合，如此反复进行 ｔ 次，
经过多次的试验，取 ｔ ＝ ４ 已能满足曲线拟合的误

差要求， 不同形状原始曲线的拟合情况见图 ６，
最大拟合误差、平均拟合误差如表 １ 所示，可以看

出拟合结果比较理想．

a)卵形曲线拟合 (b)8字形曲线拟合

(c)水滴形曲线拟合 (d)类三角形曲线拟合

控制多边形

连杆曲线B样条曲线

图 ６　 不同形状的曲线拟合

表 １　 原始曲线的拟合误差

曲线类型 最大拟合误差 平均拟合误差

卵形 ０．００１ ８ ０．００１ １

８ 字形 ０．００４ ３ ０．００３ ６

水滴形 ０．００２ ８ ０．００１ ９

类三角形 ０．００５ ２ ０．００３ ９

　 　 为使神经网络输入特征参数的数目尽可能

少， 本文选择将控制顶点顺序连接成的控制多边

形各相邻两边间的夹角 θ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋ ｔ） 作为

连杆曲线的特征参数．
至此，连杆轨迹曲线的特征参数提取完成．将

大量的连杆曲线的特征参数 θ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋ ｔ）
和对应机构的 ６ 个尺寸参数 ｒ１、ｒ２、ｒ３、ｒ４、ｒ５、δ 存

储，形成连杆曲线的电子图谱库．

５　 寻找满足给定轨迹要求的机构

本文选用广义回归神经网络，利用已建立的

电子图谱库中数据作为神经网络训练样本， 即

ｍ ＋ ｔ ＝１６个控制多边形各相邻两边间夹角 θ ｉ（ ｉ ＝
１，２，…，ｍ ＋ ｔ） 作为输入，对应 ６ 个机构尺寸参数

ｒ１、ｒ２、ｒ３、ｒ４、ｒ５、δ 作为输出，对神经网络进行训练

并保存．
给定 ｆ 个有序离散点（离散点数目 ｆ 不受限
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制，可在 ４≤ ｆ≤Ｎ范围内任意给定），应用本文所

述方法进行轨迹综合，寻找满足要求机构的步骤

如下：
１） 将给定的 ｆ 个离散点进行 Ｂ 样条曲线拟

合，得到一条封闭的期望曲线．
２） 利用与图谱库中连杆曲线相同的处理方

法，对期望曲线进行归一化处理，记录此过程中期

望曲线的 ６ 个归一化参数：ｘＧ１
、ｙＧ１

、α１、ｘＩ１２、ｙＩ１３、
ｋ１，并对归一化后期望曲线进行型值点的选择以

及特征参数的提取．
３） 将期望曲线特征参数 θ １，ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋

ｔ） 输入到已训练好并保存的神经网络中，输出与

期望曲线对应的量纲一的机构尺寸参数 （ ｒ２，１、
ｒ２，２、ｒ２，３、ｒ２，４、ｒ２，５、δ ２），对应的机构为 Ａ ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｐ２ ．

４） 由于神经网络具有自学习能力，输出的满

足给定轨迹要求的机构尺寸参数可能并不对应图

谱库中任何一组数据．因此，需要利用与图谱库中

连杆 曲 线 相 同 的 处 理 方 法， 将 输 出 机 构

Ａ ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｐ２ 及其描绘的连杆曲线也进行一次归

一化处理，得到归一化后机构 Ａ′２ Ｂ′２ Ｃ′２ Ｄ′２ Ｐ′２ ．
５） 将归一化后的期望曲线连同步骤 ４） 中的

机构Ａ′２ Ｂ′２ Ｃ′２ Ｄ′２ Ｐ′２，按照步骤２） 中记录的６个
归一化参数进行反归一化，得到满足要求的实际

机构 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｐ１ 及其实际参数（ ｌ１，１、ｌ１，２、ｌ１、３、ｌ１，４、
ｌ１，５、δ １） ．

６） 计算期望曲线与实际机构描绘的连杆曲

线的综合误差，包括误差平均值 ｅｓ 和误差最大值

ｅｓｍａｘ ．并计算误差与期望曲线上最远两点间距离 ｋ１

的比值，即 Ｋｓ ＝ ｅｓ ／ ｋ１ 和 Ｋｓｍａｘ ＝ ｅｓｍａｘ ／ ｋ１，将 Ｋｓ、Ｋｓｍａｘ

作为度量在有量纲情况下轨迹综合的精度参数．
反归一化过程与归一化过程相反，对归一化

后的机构和期望曲线进行反归一化的具体方法

如下：
ａ） 将归一化后的机构 Ａ′２ Ｂ′２ Ｃ′２ Ｄ′２ Ｐ′２和期

望曲线放大 ｋ１ 倍，比例变换公式如式（８） 所示，
ｉ 代 表反归一化过程中需要进行坐标变换的各点

的标号．
ｘｉ１４

ｙｉ１４

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｓ －１

ｘ′ｉ１
ｙ′ｉ１
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｋ１ ０ ０
０ ｋ１ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ′ｉ１
ｙ′ｉ１
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （８）

式中 Ｓ －１ 为比例变换矩阵．
ｂ） 判断 ｙＩ１３ 的正负性，若 ｙＩ１３ ＜ ０，即期望曲

线在归一化时绕 ｘ 轴进行了反射变换，则要对当

前图形做反射变换，反射变换公式如式（９） 所示；
若 ｙＩ１３ ≥ ０，则不变化．

ｘｉ１３

ｙｉ１３

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｓ′１

ｘｉ１４

ｙｉ１４

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （９）

式中 Ｓ′１为反射变换矩阵，且当 ｙＩ１３ ＜ ０ 时，

Ｓ′１ ＝
１ ０ ０
０ － １　 ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

；

当 ｙＩ１３ ≥ ０ 时，

Ｓ′１ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

　 　 ｃ） 判断 ｘＩ１２ 和 ｋ１ － ｘＩ１２ 的大小，若 ｘＩ１２ ＞ ｋ１ －
ｘＩ１２，即期望曲线归一化时先绕 ｙ 轴进行了反射和

平移变换，则将当前图形绕 ｙ 轴先做反射变换再

平移，变换公式如式（１０） 所示；若 ｘＩ１２ ≤ ｋ１ － ｘＩ１２，
则不变化．

ｘｉ１２

ｙｉ１２

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｔ′１·Ｓ′２

ｘｉ１３

ｙｉ１３

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （１０）

式中： Ｓ′２为反射变换矩阵，Ｔ′１为平移变换矩阵．
且当 ｘＩ１２ ＞ ｋ１ － ｘＩ１２ 时，

Ｓ′２ ＝
－ １ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｔ′１ ＝
１ ０ ｋ１

０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

；

当 ｘＩ１２ ≤ ｋ１ － ｘＩ１２ 时，

Ｓ′２ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｔ′１ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

　 　 ｄ） 将当前图形逆时针旋转 α１ 角，旋转变换

公式如式（１１）所示：
ｘｉ１１
ｙｉ１１
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｒ′１

ｘｉ１２
ｙｉ１２
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｃｏｓ α１ － ｓｉｎ α１ ０
ｓｉｎ α１ 　 ｃｏｓ α１ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘｉ１２
ｙｉ１２
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

（１１）
式中 Ｒ′１为旋转变换矩阵．

ｅ） 将当前图形平移，平移变换公式如式为

ｘｉ１

ｙｉ１

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｔ′２

ｘｉ１１

ｙｉ１１

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

１ ０ ｘＧ１

０ １ ｙＧ１

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｘｉ１１

ｙｉ１１

１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

式中 Ｔ′２ 为 平 移 变 换 矩 阵， 得 到 实 际 机 构

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｐ１ ．
反归一化变换矩阵是以上 ６ 个变换矩阵的乘

积，即
Ｍ′ ＝ Ｔ′２·Ｒ′１·Ｔ′１·Ｓ′２·Ｓ′１·Ｓ －１ ．
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６　 算法实现与示例

下面给出计算实例，给定 １６ 个离散点的坐标

值（见表 ２）进行轨迹综合，寻找近似通过这些离

散点的曲柄摇杆机构．

表 ２　 给定的离散点

点 ｐ１ ～ ｐ８ ／ ｍｍ 点 ｐ９ ～ ｐ１６ ／ ｍｍ

１ （０，０） ９ （５１􀆰 ９６，３０􀆰 ００）

２ （４􀆰 ４３，－４􀆰 ６０） １０ （４５􀆰 ６０，３６􀆰 １９）

３ （１０􀆰 ５０，－６􀆰 ４１） １１ （３５􀆰 ９１，３９􀆰 ４１）

４ （１７􀆰 ５５，－５􀆰 ２６） １２ （２５􀆰 １３，３８􀆰 ９１）

５ （２６􀆰 ３２，－１􀆰 ０８） １３ （１４􀆰 ７２，３４􀆰 ９２）

６ （４２􀆰 ９８，９􀆰 ６２） １４ （５􀆰 ７６，２７􀆰 ７８）

７ （５０􀆰 ４３，１６􀆰 １８） １５ （－０􀆰 １６，１８􀆰 ７１）

８ （５３􀆰 ５３，２２􀆰 ９５） １６ （－２􀆰 ２６，８􀆰 ８６）

　 　 应用本文所述的方法，首先，对给定的离散点

通过 Ｂ 样条曲线拟合得到期望曲线，如图 ７（ ａ）．
然后，对期望曲线经过归一化处理，得到归一化后

的期望曲线如图 ７（ｂ），以及 ６ 个归一化参数（见
表 ３）．

期望曲线
p1

p2

20

0 40
x/mm

y/
m
m 0.25

-0.25
0 0.5 1.0

yy

x

x

0.25

-0.25
0

y

x x

y
0.25

-0.25
0

0.5 1.0

0.5 1.0

型值点

(a)离散点和期望曲线 (b)归一化的期望曲线

(c)型值点 (d)控制多边形

0.5 1.0

0.25

-0.25
-0.50
-0.75
-1.00

0

y

x

C2′

D2′

B2′

A2′ P2′

30
20
10

-10
-20
-30
-40

0 10 30 50 70x/mm

y/mm
离散点

拟合期
望曲线

连杆曲线

D1

(e)归一化连杆曲线的安装位置 (f)综合结果

图 ７　 综合实例

表 ３　 期望曲线的归一化参数

ｘＧ１ ／ ｍｍ ｙＧ１ ／ ｍｍ ｘＩ１２ ／ ｍｍ ｙＩ１３ ／ ｍｍ ｋ１ ／ ｍｍ α１ ／ （°）

０ ０ ０􀆰 ４９８ ０􀆰 ３８０ ６０􀆰 ０００ ３０．２１８

　 　 然后，进行型值点选择和特征参数提取，获取

的型值点和控制多边形如图 ７（ ｃ）和图 ７（ ｄ）所

示， 得到期望曲线的特征参数 θ １，ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，
１６）（见表 ４） ．

表 ４　 期望曲线的特征参数

点 θ１，ｉ ～ θ１，８ ／ （°） 点 θ１，９ ～ θ１，１６ ／ （°）

１ １６１􀆰 ９２８ ９ ２１８􀆰 ３４９

２ １９３􀆰 ６３４ １０ ２０４􀆰 ４４３

３ ２１０􀆰 １３４ １１ １９９􀆰 ６９０

４ ２１１􀆰 ３８７ １２ １９６􀆰 ７０２

５ １９４􀆰 ２２２ １３ １９９􀆰 ２２６

６ １８２􀆰 ６３８ １４ ２０７􀆰 ０４９

７ １８６􀆰 ７３９ １５ ２０１􀆰 １１３

８ ２４４􀆰 ５０３ １６ １９２􀆰 ０９９

　 　 将特征参数输入到已保存的神经网络中， 输

出与期望曲线对应的机构尺寸参数 ｒ２，１ ＝ １．０００，
ｒ２，２ ＝ ３􀆰 ０３７，ｒ２，３ ＝ ３􀆰 ４６１，ｒ２，３ ＝ ２􀆰 ５００，ｒ２，５ ＝ １􀆰 １０８，
δ ２ ＝ ５７􀆰 ００９°，对应的机构为 Ａ ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｐ２ ．将机构

Ａ ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｐ２ 及其描绘的连杆曲线进行一次归一

化，得到归一化后的机构 Ａ′２ Ｂ′２ Ｃ′２ Ｄ′２ Ｐ′２，其各

点的坐标为 Ａ′２ （０􀆰 ２７８， － ０􀆰 ２７５），Ｂ′２ （０􀆰 ３７４，
－ ０􀆰 ６４１），Ｃ′２ （１􀆰 ４７０， － ０􀆰 ２９０），Ｄ′２ （０􀆰 ５１７，
－ １􀆰 １９１），Ｐ′２（０􀆰 ４８４， － ０􀆰 ２３６）， 如图 ７（ｅ）所示．

最后， 将机构 Ａ′２ Ｂ′２ Ｃ′２ Ｄ′２ Ｐ′２和归一化后

的期望曲线，按照期望曲线的 ６ 个归一化参数

ｘＧ１
、ｙＧ１

、α１、ｘＩ１２、ｙＩ１３ 和 ｋ１ 进行反归一化，得到的轨

迹综合结果如图 ７（ｆ） 所示．实际机构 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｐ１

尺寸参数 ｌ１，１ ＝ ２２􀆰 ７２９ ｍｍ， ｌ１，２ ＝ ６９􀆰 ０３６ ｍｍ，
ｌ１，３ ＝７８􀆰 ６７１ ｍｍ， ｌ１，４ ＝ ５６􀆰 ８２４ ｍｍ， ｌ１，５ ＝
２５􀆰 １８８ ｍｍ，δ １ ＝ ５７􀆰 ００９°， 其 各 点 的 坐 标 为

Ａ１（２２􀆰 ７２３， － ５􀆰 ８２６）， Ｂ１ （３８􀆰 ７４２， － ２１􀆰 ９５０），
Ｃ１ （８４􀆰 ９４９， ２９􀆰 ３４２）， Ｄ１ （６２􀆰 ７７１， － ４６􀆰 １３８），
Ｐ１（３２􀆰 ２３０，２􀆰 ３８２） ．综合得到的机构连杆曲线与

期望曲线的误差和综合精度参数分别为：误差平

均值 ｅｓ ＝ ０􀆰 ６５７ ｍｍ， 误 差 最 大 值 ｅｓｍａｘ ＝
１􀆰 ０８４ ｍｍ， Ｋｓ ＝ １􀆰 １０％， Ｋｓｍａｘ ＝ １􀆰 ８１％，能够满足

轨迹综合的精度要求．为进一步提高轨迹综合的

精度可以通过增加轨迹图谱的数量、提高特征参

数的数目等方式得到，在此不再详述．
在主频为 ２􀆰 ５４ ＧＨｚ、奔腾处理器及内存为

２ ＧＢ的计算机上利用本文所述方法综合 １０ 条期

望轨迹，只需要 １􀆰 ３５ ｓ 就能给出与期望轨迹相对

应的实际的曲柄摇杆机构，可见本方法具有非常

快的综合速度．
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７　 结　 论

１） 给出了基于三次非均匀 Ｂ 样条曲线理论

的连杆曲线特征提取方法，利用 Ｂ 样条曲线控制

多边形各相邻两边间的夹角作为连杆曲线的特征

参数建立电子图谱库，减少了人工神经网络输入

数据的数目．
２） 通过连杆曲线归一化方法，使重点集中在

轨迹曲线的形状上，忽略曲线的具体姿态，消除了

由于坐标轴的选择对轨迹综合的影响，大大减少

了电子图谱库中数据的冗余量．
３） 通过程序自动获取连杆曲线的型值点，避

免了对大量形状各异的连杆曲线的分类处理，大
大简化了轨迹综合的过程．

４） 本方法并不限制给定有序离散点的数目，
将离散点拟合的期望曲线的特征参数输入神经网

络进行特征匹配，试验表明了该方法的有效性．
５） 本文所提方法也适用于其他类型的平面

四杆机构的轨迹综合，如双曲柄机构、双摇杆机构

和曲柄滑块机构．
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