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基于旋量理论的机器人误差建模方法
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摘　要：在现代旋量理论使用矩阵指数以及指数积表示刚体运动的基础上，将机器人关节轴线的位姿误差
等效为假想广义运动副旋量运动的结果，从而建立机器人含误差旋量的运动学指数积模型．将工具坐标系的
位置和姿态误差分别等效为移动副和转动副旋量运动，给出了其大小及方向的计算公式．在 Ｍａｔｌａｂ环境下
编制了旋量计算软件包，以 ＳＣＡＲＡ机器人为例，应用该软件包进行了误差仿真分析，并使用 Ａｄａｍｓ软件进
行了仿真验证．结果表明，该误差建模方法正确、有效．
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　　精度是衡量机器人性能的一个非常重要的指
标，因此机器人误差建模方法研究历来受到重视，

主要有矩阵法和矢量法［１］．矩阵法的基础是对齐
次变换矩阵的微分，这是目前较常用的建模方

法［２］．基于矢量的建模方法主要有摄动法［３］和矢

量分析结合螺旋变换法［４］．摄动法基于连杆 Ｄ－
Ｈ参数表示，忽略位移和角度摄动的耦合，推导出
机器人位姿误差计算公式．矢量分析结合螺旋变
换法亦基于Ｄ－Ｈ参数表示，用矢量分析方法建
立位姿方程，然后对Ｄ－Ｈ参数做微分，推导位姿
误差与Ｄ－Ｈ参数的关系，再采用螺旋矢量简化
公式．现代旋量理论在使用矩阵指数以及指数积

表示刚体运动的基础上为开链机器人运动学提供

了完整的几何描述［５－７］．Ｍｏｏｎ［８－９］在可重构机床
的精度预测和补偿研究中，将传统矩阵微分方法

获得的机床模块误差矩阵等效为误差旋量，从而

应用现代旋量理论的指数积公式建立了机床的误

差模型．谭月胜［１０］通过对指数积公式中各旋量参

数的微分，得出了一种机械臂末端执行器位姿误

差的近似计算公式．
本文直接将机器人各关节旋量误差看成是一

种假想广义运动副旋量运动的结果，从而与关节

旋量一起建立机器人含误差旋量的运动学指数积

公式．定义了机器人工具坐标系的位置误差旋量
和姿态误差旋量，并给出其计算公式．应用Ｍａｔｌａｂ
编程语言，设计了一套基于旋量的误差分析计算

软件包，以ＳＣＡＲＡ机器人为例，进行误差仿真分
析．使用 Ａｄａｍｓ软件仿真验证了本文模型和算法



的正确性．

１　基于旋量的机器人运动学简介［５］

对如图１所示具有ｎ个单自由度运动副的一般
开链机器人机构，各关节运动均可看成是旋量，其单

位旋量可用Ｐｌüｃｋｅｒ坐标表示成如下形式［１１］：

＄＝［ω ν］Ｔ ＝［ω ｒ×ω＋ｈω］Ｔ ＝
［ωｘ ωｙ ωｚ νｘ νｙ νｚ］Ｔ．

式中：ω为旋量轴单位矢量，ｒ为轴线上任一点的位
置矢量，ｒ×ω为旋量轴对原点的矩，ｈ为旋量节距．

＄ｎ－１

＄ｎ

＄２
＄１

ｚ

ｙ

ｘ

图１　一般开链机器人

　　设参考位形下工具坐标系在参考系中的位
姿为Ｔ（０），此时，各关节单位旋量在参考系中分
别表示为：＄１（０），＄２（０），…，＄ｎ（０），则机器人
有以下运动学正解指数积公式：

Ｔ＝ｅθ１＄１（０）∧ｅθ２＄２（０）∧…ｅθｎ＄ｎ（０）∧Ｔ（０）．（１）
θｉ为相对参考位形的关节变量，对转动副，是绕轴
线转动的角度，按右手定则确定符号，对移动副，

则表示移动距离．
式（１）中算子∧运算规则如下：对三维矢量

ω，表示叉乘矩阵．即

ω∧ ＝
　０ －ωｚ 　ωｙ
　ωｚ 　０ －ωｘ
－ωｙ 　ωｘ









　０

．

其矩阵指数可用来表示轴线过坐标原点的旋转变

换，有如下的罗德里格斯公式（Ｉ为单位阵）
ｅθω∧ ＝Ｉ３×３＋ω∧ ｓｉｎθ＋（ω∧）

２（１－ｃｏｓθ）．
对旋量 ＄，＄∧ 是如下的４×４矩阵：

＄∧ ＝ ω[ ]ν
∧

＝ ω∧ ν[ ]０ ０
＝

　　　　　

０ －ωｚ　 ωｙ νｘ
ωｚ ０ －ωｘ　 νｙ
－ωｙ　 ωｘ ０ νｚ











０ ０ ０ ０

．

其矩阵指数表示一般刚体变换，计算公式为

ｅθ＄∧ ＝ ｅθω∧ （Ｉ－ｅθω∧）ｒ＋ｈθω[ ]
０ １

． （２）

　　由于旋量是瞬时量，当旋量轴位姿改变时，需

要应用伴随变换计算更新其旋量．另外，旋量采用
Ｐｌüｃｋｅｒ坐标，其在不同坐标系中的变换也需要应
用伴随变换．

假设Ａ为固定坐标系，Ｂ坐标系是Ａ经过旋量
θ＄运动得到的新坐标系，则Ｂ到Ａ的坐标变换或
刚体变换的旋量矩阵指数如式（２），简记为

ｅθ＄∧ ＝ Ｒ Ｐ[ ]０ １
．

其中：θ＄在固定坐标系Ａ中表示．假设有一单位
旋量在Ｂ坐标系下的表示为 ＄ｂ，则其在Ａ坐标系
的表示为

＄ａ ＝Ａｄｊ（ｅθ
＄∧）＄ｂ ＝

Ｒ ０
Ｐ∧[ ]Ｒ Ｒ

＄ｂ．（３）

式（３）也可以看成是坐标系Ａ中表示的 ＄ｂ，经旋
量θ＄运动后的新Ｐｌüｃｋｅｒ坐标．

Ａｄｊ（ｅθ＄∧）是６×６矩阵，称其为ｅθ＄∧的伴随
变换．对伴随变换，如下等式成立：
＄∧ａ ＝（Ａｄｊ（ｅθ

＄∧）＄ｂ）∧ ＝ｅθ
＄∧ ＄∧ｂ（ｅθ

＄∧）－１，

ｅ＄∧ａ ＝ｅｅθ＄
∧＄∧ｂ（ｅθ

＄∧）－１ ＝ｅθ＄∧ｅ＄∧ｂ（ｅθ＄∧）－１． （４）
式（１）的指数积采用后运动的旋量矩阵指数

左乘法则，即可看成先第 ｎ个关节（最靠近工具
端）运动，最后到第１个关节（连架副）运动．假设
关节运动顺序不同，则靠近机架的关节先运动后

会改变后面的关节单位旋量坐标，但是通过对所

有被影响的关节旋量应用式（４）的伴随变换，结
果相同．

２　关节旋量误差的分析和表示

由线几何理论［１１］，关节轴线在参考坐标系下

可以用其单位矢量和对原点的矩表示，写成

Ｐｌüｃｋｅｒ坐标形式，通过分析各关节轴线的Ｐｌüｃｋｅｒ
坐标误差可得到关节单位旋量的误差．

如图２，设机器人某关节轴线理想 Ｐｌüｃｋｅｒ坐
标为

＄ｄ ＝ Ｓｄ ｒｄ×Ｓ[ ]ｄ
Ｔ．
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图２　运动副轴线Ｐｌüｃｋｅｒ会标误差

　　无其他关节误差影响时，该关节实际Ｐｌüｃｋｅｒ坐
标为
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＄＝［Ｓ ｒ×Ｓ］Ｔ．
　　把由理想轴线到实际轴线的 Ｐｌüｃｋｅｒ坐标变
化看成是旋量 θｅ＄ｅ运动的结果，称其为误差旋
量，则根据式（３）的伴随变换，有如下关系：

＄＝Ａｄｊ（ｅθｅ＄∧ｅ）＄ｄ， （５）
设单位误差旋量表示为

＄ｅ ＝［ωｅ νｅ］
Ｔ．

则由式（５）可以求得误差旋量．实际上此误差旋
量可以通过观察得到，即：误差旋量是绕理想轴线

与实际轴线的公垂线转动角度 θｅ，再沿公垂线移
动距离ｄ，转动的角度为两轴线的扭角，移动距离
为两轴线的垂直距离．因此：

ωｅ ＝
Ｓｄ×Ｓ
ｓｉｎθｅ

， （６）

ｈｅ＝
ｄ
θｅ
＝
｜ｒ－ｒｄ｜
θｅ

，

ｖｅ ＝
ｒ×（Ｓｄ×Ｓ）
ｓｉｎθｅ

＋ｈｅ
Ｓｄ×Ｓ
ｓｉｎθｅ

＝
ｒｄ×ｒ
ｄ ＋

ｒ－ｒｄ
θｅ
．

　　当θｅ＝０时，即理想轴线与实际轴线平行，误
差旋量为纯移动，ωｅ ＝０，ｈｅ ＝∞，误差旋量退
化为

ｄ＄ｅ ＝
０
ｒ－ｒ[ ]

ｄ

．

　　当ｄ＝０时，理想轴线与实际轴线相交，ｈｅ＝
０，ｒ＝ｒｄ，单位误差旋量为

＄ｅ ＝
Ｓｄ×Ｓ
ｓｉｎθｅ

ｒ×（Ｓｄ×Ｓ）
ｓｉｎθ[ ]

ｅ

Ｔ

．

　　最一般的情形是理想轴线与实际轴线空间
相错，ｄ和θｅ均不为０，ｈｅ＝ｄ／θｅ．单位误差旋量为

＄ｅ ＝
ｒ－ｒｄ
ｄ

ｒｄ×ｒ
ｄ ＋

ｒ－ｒｄ
θ[ ]
ｅ

Ｔ

．

　　用旋量来表示关节轴线的误差，具有良好的
几何直观性，并且不同形式的误差源如位置误差

和姿态误差均被统一表示在误差旋量中．
以上分析过程是将误差在固定坐标系下采用

旋量表示．假设将理想轴线作为 ｚ轴，将连杆方向
作为 ｘ轴建立局部坐标系，则理想轴线在局部坐
标系下的Ｐｌüｃｋｅｒ坐标为

＄ｄ ＝［０ ０ １ ０ ０ ０］Ｔ，
设运动副实际轴线Ｐｌüｃｋｅｒ坐标为

＄＝［Ｌ Ｍ Ｎ Ｐ Ｑ Ｒ］Ｔ．
实际轴线在局部坐标系下的ｚ方向角即为误差旋
量的大小θｅ，因此

θｅ ＝ａｒｃｃｏｓ（Ｎ）．
由式（６）可得

ωｅ ＝
－Ｍ
ｓｉｎθｅ

Ｌ
ｓｉｎθｅ[ ]０

Ｔ

．

　　由此，误差旋量的大小 θｅ和误差旋量轴 ｘ、ｙ
方向余弦分别表示了实际轴线在局部坐标系的姿

态误差，从而避免了Ｄ－Ｈ表示法难于直接表示
绕ｙ轴线转动误差的不足［２］．误差旋量综合表示
了连杆长度误差和形位误差．

虽然误差旋量在局部坐标系下的表示更简单

和方便，但还需要根据当前局部坐标系在固定坐

标系中的位姿，通过伴随变换转换到固定坐标系．

３　基于旋量的机器人运动学误差模型
３１　含误差旋量的运动学指数积公式

如图１所示一般开链机器人，设参考位形时，
不考虑其他关节误差的影响，由连架副开始的 ｎ
个关节轴线在固定坐标系下的误差旋量分别为：

＄ｅ１（０），＄ｅ２（０），…，＄ｅｎ（０）．把这些误差旋量看
成假想广义运动副，则根据式（２）的指数积公式
可直接得到如下含误差旋量的机器人运动学模

型：

Ｔ（θ）＝ｅθｅ１＄ｅ１（０）∧ｅθ１＄１（０）∧ｅθｅ２＄ｅ２（０）∧ｅθ２＄２（０）∧…
　　　　ｅθｅｎ＄ｅｎ（０）∧ｅθｎ＄ｎ（０）∧Ｔｄ（０）． （７）
式中：θｉ为关节变量，是理想关节旋量的大小．而
θｅｉ是误差旋量的大小，只考虑静态或准静态误差
情况下是常量．＄１（０），＄２（０），…，＄ｎ（０）为机
器人关节理想单位旋量．Ｔｄ（０）为参考位形时工
具坐标系的理想位姿．

式（７）的正确性可用关节旋量在误差作用下
的伴随变换证明．因为机器人第 ｉ个关节单位旋
量Ｐｌüｃｋｅｒ坐标受到其前面ｉ个误差旋量的影响，
根据伴随变换，各关节实际单位旋量为

＄１′（０）＝Ａｄｊ（ｅθｅ１
＄ｅ１（０）∧）＄１（０），

＄２′（０）＝Ａｄｊ（ｅθｅ１
＄ｅ１（０）∧ｅθｅ２＄ｅ２（０）∧）＄２（０），

…

＄ｎ′（０） (＝Ａｄｊ∏
ｎ

ｉ＝１
ｅθｅｉ＄ｅｉ（０） )∧ ＄ｎ（０）．

（８）

同时，在误差作用下，参考位形时机器人实际位

姿为

　Ｔ（０）＝ｅθｅ１＄ｅ１（０）∧ｅθｅ２＄ｅ２（０）∧…ｅθｅｎ＄ｅｎ（０）∧Ｔｄ（０），

（９）
因此，机器人的运动学指数积公式为

Ｔ（θ）＝ｅθ１＄′１（０）∧ｅθ２＄′２（０）∧…ｅθｎ＄′ｎ（０）∧Ｔ（０）＝

∏
ｎ

ｉ＝１
ｅθｉ＄′ｉ（０）∧Ｔ（０）． （１０）

根据式（８）和伴随变换式（４），可得第 ｉ个运动副
实际旋量矩阵指数为
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ｅθｉ＄′ｉ（０）∧ (＝ ∏
ｉ

ｊ＝１
ｅθｅｊ＄ｅｊ（０） )∧ ｅθｉ＄ｉ（０） (∧ ∏

ｉ

ｊ＝１
ｅθｅｊ＄ｅｊ（０） )∧

－１
．

（１１）
将式（９）和（１１）代入式（１０）简化后即可得
式（７）．

式（７）含误差旋量的机器人运动学指数积公
式具有明确的几何意义，即：将运动副轴线位姿误

差看成是假想广义运动副旋量运动的结果，在静

态和准静态下，误差旋量的大小和节距不变，参考

位形时将其与理想运动副旋量一起按运动副顺序

构成指数积公式，即为机器人含误差运动学方程．
因此，只要已知初始位形下各运动副轴线的误差

旋量，即可计算出工具坐标系的实际位姿．
３２　工具坐标系误差的定义

与运动副轴线误差分析类似，同样可以将工

具坐标系的位姿误差看成是某一误差旋量运动的

结果．然而此时将位置和姿态误差统一表示并不
直观，此处将理想工具坐标原点到实际工具坐标

原点的位置误差用移动副旋量表示，姿态误差用

轴线过理想坐标系原点的转动副旋量表示，如

图３．

!ｒ＄ｒ

ｄｐ＄ｐ

Ｔｄ"!

#

Ｔ
"

!

$

%&'()

图３　工具坐标系位姿误差的旋量表示

　　工具坐标系理想位姿如式（１），其实际位姿
如式（７），假设位置误差和姿态误差旋量均相对
固定坐标系表示，则可以看成机器人先通过理想

的运动副旋量运动到工具坐标系理想位姿，再经

过姿态误差旋量运动到实际姿态，然后经过位置

误差旋量运动到实际位置．设位置误差旋量和姿
态误差旋量分别为

ｄｐ＄ｐ ＝ｄｐ ０ ν[ ]ｐ
Ｔ，

θｒ＄ｒ＝θｒ ωｒ ν[ ]ｒ
Ｔ．

则如下等式成立：

Ｔ（θ）＝ｅｄｐ＄∧ｐｅθｒ＄∧ｒＴｄ（θ）． （１２）
根据前面误差旋量的定义，两种误差旋量在理想

工具坐标系下可写成如下形式：

ｄｐ＄ｐ′＝ｄｐ ０ νｐ[ ]′Ｔ，

θｒ＄ｒ′＝θｒ ω′ｒ[ ]０Ｔ．

　　根据伴随变换，两种误差在不同坐标系下的

表示有如下关系

＄ｐ ＝Ａｄｊ（Ｔｄ（θ））＄ｐ′， （１３）
＄ｒ＝Ａｄｊ（Ｔｄ（θ））＄ｒ′． （１４）

因此由式（４），式（１２）可变换为
Ｔ（θ）＝ｅｄｐ＄^ｐｅθｒ＄^ｒＴｄ（θ）＝Ｔｄ（θ）ｅ

ｄｐ＄ｐ′^ｅθｒ＄ｒ′^．

（１５）
式（１５）表明，在理想工具坐标系下表示的位

置和姿态误差旋量矩阵指数积即为传统方法定义

的机器人位姿误差矩阵．因此，可以在工具理想坐
标系下定义误差旋量为工具坐标系理想位姿到实

际位姿的误差，即

ｅｄｐ＄ｐ′^ｅθｒ＄ｒ′^ ＝Ｔｄ（θ）
－１Ｔ（θ）＝

ｒ１１ ｒ１２ ｒ１３ ｐｘ
ｒ２１ ｒ２２ ｒ２３ ｐｙ
ｒ３１ ｒ３２ ｒ３３ ｐｚ











０ ０ ０ １

． （１６）

　　由式（１６）可以求得位置误差旋量为
ｄｐ＄′ｐ ＝［０ ０ ０ Ｐｘ Ｐｙ Ｐｚ］Ｔ．

后３个分量分别对应位置误差在工具理想坐标系
３个轴向的分量大小．

可由式（１６）求得姿态误差旋量的大小如下

θｒ＝ａｒｃｃｏｓ
ｒ１１＋ｒ２２＋ｒ３３－１( )２

．

　　如果θｒ＝０，则只有位置误差没有姿态误差，
如果θｒ不为零，则姿态误差旋量轴在理想工具坐
标系下的方向余弦为

ω′ｒ＝
１

２ｓｉｎθｒ
［ｒ３２－ｒ２３ ｒ１３－ｒ３１ ｒ２１－ｒ１２］Ｔ．

　　以上两种误差旋量均在理想工作坐标系下表
示．根据式（１３）和（１４）的伴随变换，或是直接根
据式（１２），还可以求出两种误差旋量在固定坐标
系下的表示．

４　基于Ｍａｔｌａｂ的误差仿真分析
根据前面基于旋量理论的机器人位姿误差建

模过程，在 Ｍａｔｌａｂ下设计了一套通用的旋量计算
软件包．利用该软件包，可以对具体的机器人进行
误差计算和仿真研究．
　　以ＳＣＡＲＡ机器人为例，该机器人为 Ｒ／／Ｒ／／
Ｃ开链机构，Ｃ副的转动自由度和移动自由度为
独立驱动，如图 ４所示，两连杆长 Ｌ１ ＝Ｌ２ ＝
３００ｍｍ．固定坐标系ｚ轴与第一转动副理想轴线
重合，工具坐标系ｚ轴与Ｃ副轴线重合，ｘ轴为连
杆方向．并记θ１ ＝θ２ ＝θ３ ＝０时为初始位形，机
构无误差参数如下：
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Ｔｄ（０）＝

１ ０ ０ ６００
０ １ ０ ０
０ ０ １ １５０











０ ０ ０ １

，

　　＄１（０）＝［０ ０ １ ０ ０ ０］Ｔ，
　　＄２（０）＝［０ ０ １ ０ －３００ ０］Ｔ，
　　＄３（０）＝［０ ０ １ ０ －６００ ０］Ｔ，
　　＄４（０）＝［０ ０ ０ ０ ０ １］Ｔ．
　　假设初始位形时运动副轴线误差参数如下：
θｅ１ ＝θｅ２ ＝θｅ３ ＝０１°，ｈｅ１ ＝ｈｅ２ ＝ｈｅ３ ＝０，

＄ｅ１（０）＝ 槡２
２
槡２
２[ ]０ ０ ０ ０

Ｔ

，

＄ｅ２（０）＝ 槡２
２ －槡２２ ０ ０ ０ －[ ]２１２１３

Ｔ

，

＄ｅ３（０）＝ －槡２２
槡２
２[ ]０ ０ ０ ４２４２６

Ｔ

．

＄４

Ｌ２

ｘ

ｙ

Ｌ１
ｚ

＄３＄２＄１

图４　ＳＣＡＲＡ机器人机构

　　设工具坐标系运动轨迹为：从点［４００，４００，
１５０］开始顺次直线运动到点［－４００，４００，５０］、
［－４００，－４００，１５０］、［４００，－４００，５０］，最后回到
点［４００，４００，１５０］，每段直线均为匀速运动１ｓ完
成，且坐标系姿态保持绕 ｚ轴旋转３０°不变．其轨
迹曲线如图５所示，为一空间封闭四边形．

图５　仿真轨迹曲线

　　根据以上参数和运动轨迹，首先反解出关节
变量，由于ＳＣＡＲＡ机器人有两个反解构型，此处
采用正装配构型，在 Ｍａｔｌａｂ下仿真分析得出的工
具坐标系位置误差在固定坐标系下的分量曲线如

图６．
　　对于姿态误差旋量，可以用旋量大小和旋量
轴３个方向余弦曲线表示．为了与 ＡＤＡＭＳ中的
仿真结果对比，此处将误差旋量转换为理想工具

坐标系到实际工具坐标系的３个罗德里格斯参数

表示．转换公式如式（１７）：
Ｒ１２３ ＝ω′ｒｔａｎ（θｒ／２）． （１７）

３个罗德里格斯参数曲线如图７．
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图６　Ｍａｔｌａｂ仿真位置误差曲线
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图７　Ｍａｔｌａｂ仿真姿态误差罗德里格斯参数曲线

５　仿真结果的ＡＤＡＭＳ验证
为了验证基于旋量的误差建模方法和Ｍａｔｌａｂ

软件包算法的正确性，在 ＡＤＡＭＳ下对上节的
ＳＣＡＲＡ机器人按同样的机构参数进行了误差建
模仿真分析．

为了在 ＡＤＡＭＳ软件下进行误差分析，首先
按理想设计参数建立了 ＳＣＡＲＡ机器人模型，进
行反解仿真获得关节驱动参数样条曲线．然后根
据误差旋量参数计算获得参考位形下各运动副

ＭＡＲＫＥＲ的位姿，从而建立含误差模型，再用理
想模型的关节驱动参数样条曲线驱动机构，获得

工具坐标系运动．将误差模型的工具坐标系位置
曲线与理想模型曲线相减，得到如图８所示的位
置误差在固定坐标系下的曲线．测量理想工具坐
标系到误差模型工具坐标系的罗德里格斯参数，

得到如图９所示的曲线．
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图８　Ａｄａｍｓ仿真位置误差曲线
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图９　Ａｄａｍｓ仿真姿态误差罗德里格斯参数曲线

　　比较图６和图８以及图７和图９，可以看出，
基于旋量的误差建模仿真与用 Ａｄａｍｓ建模仿真
结果相同，证明了该方法的正确性．

６　结　论
１）将运动副轴线的位姿误差看成是旋量运

动的结果，从而应用旋量的矩阵指数以及指数积

建立机器人误差模型，具有明显的几何直观性．
２）将工具坐标系的位置误差和姿态误差分

别用移动副旋量和转动副旋量表示，并给出了其

在固定坐标系和在理想工具坐标系中的计算公

式．用旋量的大小和旋量螺旋轴的方向表示误差，
几何意义明确．
３）在Ｍａｔｌａｂ下设计了旋量计算软件包，并以

ＳＣＡＲＡ机器人为例，在给定运动副轴线误差情况
下进行了仿真计算，并在 Ａｄａｍｓ下按相同参数进
行了对比仿真．证明了该误差建模方法的正确性．
４）本文的误差建模方法具有良好的几何直

观性，可以从整体上描述机器人的实际运动．不需
要旋量在不同位形下的变换计算，简化了分析过

程，计算量减少了约２／３．与传统矩阵微分方法比
较，消除了误差矩阵非齐次性引起的计算误差．
５）该方法不仅可用于静态和准静态误差分

析，如果考虑误差旋量的大小和节距随机构运动

过程变化，还可用于动态误差的分析．
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